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NHUNG DIEU HOC SINH CAN CHU Y KHI SU DUNG SACH GIAO KHOA

1. Khi nghe thay cé giao gidang bai, luén luén cé SGK trudc mat. Tuy nhién
khong viét, vé thém vao SGK dé nam sau cac ban khéc c6 thé ding dudc.

2. Vé trinh bay, sach giao khoa c¢é hai mang : mang chinh va mang phu.

Mang chinh gém cac dinh nghia, dinh Ii, tinh chat,... va thudng dudc déng
khung ho#c cé dudng vién & mép trai. Mang nay dudc in IGi vao trong.

3. Khi g4p Cau héi , can phai suy nghi, tra |6i nhanh va dung.

4. Khi gap Hoat dong ﬁ phai ding but va gidy nhap dé thuc hién nhimg
yéu cau ma hoat déng doi hai.
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CHUGCNG |

PHEP DOI HINH VA PHEP DPONG DANG
TRONG MAT PHANG

Biic tranh ciia hoa st Ha Lan Et-se (M.C. Escher) gém nhimg hinh bdng
nhau mé td cde chién binh trén linmg ngua. Cde hinh navy pha kin mat phfiﬁg.
Huai chién binh va ngwa cing mau (trdng hode den) tiwong iing véi nhan qua
mot phép tinh tién. Hai chién binh va ngwa khdc mau thi twong img véi nhau
qua mot phép doi ximg true va tiép theo la mot phép tinh tién.

Nghé thuat dang nhitmg hinh bdng nhau dé lip ddv mdt phang duoc phdat
trién manh mévao thé'ki Xt o nuge I-ta-li-a.

Chudng nay néi vé cac phép ddi hinh va déng dang trong mat phing.
Hoc sinh s& lam quen v&i phép tinh tién, phép d6i ximg truc, phép quay,
phép vi tu, ... va s& hiéu thé nao 1a hai hinh bang nhau, thé nao la hai
hinh déng dang mot cach téng quat.

Hoc sinh can ndm dudc dinh nghia clia cac phép néi frén va cé thé ap
dung ching dé gidi cac bai toan khéng qua phic tap.
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§ MO PAU VE PHEP BIEN HINH

1. Phép bié&n hinh
Trong Pai s6, ta di bi€t mot khai niém quan trong : khai niém "ham s6".
Ta nhac lai : Néu ¢é mot quy tac dé véi moi s6 x € R, xdc dinh duoe mot
s6 duy nhiat y € R thi quy tac dé goi 1a mér ham sé xde dinh trén tip sé
thue R.
Biy gid, trong ménh dé trén ta thay sé thic bang diém thuéc mdt phang thi
ta duoc khdi niém vé phép bién hinh trong mat phang. Cu thé 13
Néu 6 mot quy tac dé véi médi diém M thude mat phang, xdc dinh duoc
mot diem duy nhat M’ t!]llfgl: mat phang iy thi quy tac dé goi la mét phép
bién hinh (trong mdt phang).
Viy ta cé

DINH NGHIA
Phép bién hinh (trong mdt phang) la mét quy tdac dé véi moi
diem M thuée mdt phang, xdc dinh duoc mot diém duy nhdt
M’ thuée mdt phang dv. Diém M’ goi la dnh ctia diém M qua
phép bién hinh dé.

2. Cacvidu
Vidul M

Cho dudng thang d. Véi mbi di€ém M, ta xdc dinh
M’ 1a hinh chi€u (vuéng géc) cua M trén d (h.1)
thi ta duge mét phép bién hinh.

Phép bién hinh nay goi la phép chiéu (vuong M
goc) lén duong thang d.

Vidu2

Cho vecto i, v&i mbi diém M ta xdc dinh diém

W
M’ theo quy tac MM’ =u (h.2). /

Nhu vay ta ciing ¢c6 moét phép bién hinh. Phép M
bi€n hinh dé goi la phép tinh tién theo vecto u. Hinh 2
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Vidu3

Véi mbi diém M, ta xdc dinh diém M’ tring véi M thi ta cling duge mot
phép bi€n hinh. Phép bién hinh dé goi 1a phép dong nhat.

3. Ki hiéu va thuat ngir
Néu ta ki hiéu mét phép bi€n hinh nao dé 1a F va di€ém M’ 14 anh cla diém M
qua phép bién hinh F thi ta viét M" = F(M), hoac F(M) = M’. Khi dé, ta con
néi phép bién hinh F bién diém M thanh diéem M.
Véi mébi hinh ., ta goi hinh.# * g6m cdc diém M’ = F(M), trong dé M € .. la
anh cua # qua phép bién hinh F, vaviét. 5" = F(.X').
1) Hay v& mét dudng tron va mét dudng thing d réi vé anh clia dudng tron qua
phép chiéu én d.

2) Hay v& mot vectd i va mét tam giac ABC rdilan lugt vé anh A", B', €’ clia cac dinh A,
B.C qua phép tinh tién theo vectd 1. Cénhan xét gi vé hai tam giac ABC vaABC’?

PHEP TINH TIEN
VA PHEP DOI HINH

1. Binh nghia phép tinh tién

Ta nhac lai dinh nghia phép tinh tién di néi & Vi du 2 §1 :

Phép tinh tién theo vecto ii la mot phép bién hinh bién diém
M thanh diéem M’ sao cho MM’ = ii .

Phép tinh tién theo vecto i thudng dwge ki hiéu 1a T hoac T;. Vecto i
dwoce goi 1a vecto tinh tién.

2| Phép dong nhdt 6 phai la phép tinh tién khong ?

2. Cac tinh chat cua phép tinh tién

1
Gia st phép finh tién theo vectd i bién hai diém M, N |an ludt thanh hai diém M”, N”.

Cé nhan xét gi vé hai vects MN va M'N’ ? So sanh d¢ dai hai vecto dé.
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Viy ta ¢6 dinh 1i

DINH Li 1

Néu phép tinh tién bién hai diém M va N lan liot thanh hai
diém M'va N'thi M'N’ = MN.

Ngudi ta dién ta tinh chat trén ciua phép tinh ti€n 1a : Phép tinh tién khong
lam thay déi khoang cach gitta hai diém bat ki,

DINH LI 2

Phép tinh tién bién ba diém thang hang thanh ba diém
thang hang va khong lam thay déi thit tw ba diém dé.

Chirng minh

Gia sir phép tinh ti€n bi€n ba diém A, B, C thanh ba diém A’, B’, C’. Theo
dinhlil,tacOAB'=AB,B'C'=BCvaA'C'= AC.

Néu A, B, € thang hing, B nam giita A vi C thi AB + BC = AC. Do dé ta
cling ¢c6 A'B’ + B'C’ = A'C’, tite 1a A", B’, C’ thang hang, trong d6 B’ nam
giita A" va (. O
Tir dinh i trén, ta dé dang suy ra hé qua sau day

HE QUA

Phép tinh tién bién duong thang thanh dwong thang, bién
tia thanh tia, bién doan thang thanh doan thdng bdang né, bién
tam giac thanh tam gidc bang né, bién diwong tron thanh
duong tron cé ciing bdan kinh, bién goc thanh géc hdng no.

3. Biéu thirc toa dé ctia phép tinh tién

Trong mat phang vé&i hé truc toa dé Oxy, cho phép 7 Z
tinh ti€n theo vecto . /},.M
Biét toa d6 cta i 1a (a ; b). Gia sit diém M(x ; y) M
bién thanh diém M’(x" ; y) (h.3). 7] x
) X=x+a
Khi dé ta ¢6 5 Hinh 3
y=v+bh
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Céng thitc trén goi 1a biéu thitc toa do ciia phép tinh tién theo vecto
i(a , b).

2
ﬂ Hay giai thich vi sao c6 céng thifc trén.

4, Ung dung cla phép tinh tién
Bai toan 1
Cho hai diém B, C ¢é dinh trén duong tron (O ; R) va mot diém A thay doi
trén duong tron dé. Chitng minh rang truc tam tam giac ABC nam trén mot
duéng tron c¢o dinh.

Giai

Néu BC 1a dudong kinh thi trye tam H cua tam gidc

ABC chinh 1a A. Viy H nam trén dudng tron cé A

dinh (O : R). -
Néu BC khéng phai 1a deong kinh, vé dudng kinh

BB’ cua dudng tron (h.4). 8 o s
Dé thiy rang néu H la trirc tam ctia tam gidc ABC

thi AH = B'C (trén hinh 4, diéu dé suy tir nhan xét o

tir gidc AHCB' 1a hinh binh hanh).

Nhur vay, phép tinh tién theo vecto ¢6 dinh B'C bién diém A thanh diém H.

Do dé, khi A thay déi trén (O ; R) thi truc tim H luén nam trén dudng tron
¢6 dinh la anh ctia dudng tron (O ; R) qua phép tinh ti€n ndi trén. [E]

Bai toan 2

Hai thén nam o hai vi tri A va B cdch
nhau mot con song (xem ring hai ho
song la hai dwong thang song song)
(h.3). Newoi ta die dinh xay mét chiéc M a2

cau MN bdc qua séng (cé nhién cdu S
phdi vuéng goc voi bo séng) va lam hai b
doan dwong thang tir A dén M va tir B
dén N. Hay xdc dinh vi tri chiéc cdu
MN sao cho AM + BN ngdn nhit.

Hinh 5
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Nhdn xét

Bai todn s€ rit don gian néu con séng rit hep, hep dé€n mirc hai bo séng a
va b xem nhu tring v&i nhau.

3
ﬁ Hay giai bai toan trong frudng hop dac biét do.

Trudng hop téng quat (h.5) ¢6 thé dwa vé trurdng hop trén bang mét phép
tinh ti€n theo vecto MN dé a tring b. Khi d6 di€ém A bién thanh diém A’
sao cho AA' = MN vi do d6 A'N = AM.

4
ﬁ Tir goi v d6, hay giai bai toan trong trudng hdp téng quat.

5. Phép dai hinh

Khoéng phai chi ¢6 phép tinh ti€n "khéng lam thay déi khoang céch giira hai
diém" ma con nhiéu phép bién hinh khéc ciing ¢6 tinh chit dé (tinh chit nay
con diroe goi 1a tinh chat hdo todan khodng cdach giita hai diém). Ngudi ta goi
cac phép bi€n hinh nhir vay la phép dai hinh.

DINH NGHIA

Chd ¥ rang céc tinh chit di néu cua phép tinh tién dwoc chitng minh chi
dra vio tinh chit "khéng lam thay doi khodng cdch giita hai diém". Bdi
viy, cdc phép d&i hinh ciing ¢6 nhitg tinh chit d6. Cu thé ta ¢6

Phép doi hinh la phép bién hinh khéng lam thay déi khodng
cdch giita hai diém bdt ki.

DINH LI

/Phé p doi hinh bién ba diém thang hang thanh ba diém H’?{;‘:Fb
hang va khéng lam thay déi thit ti ba diém dé, bién duong
thang thanh dirong Hrrfng. bién tia thanh tia, bién doan thing
thanh doan thing bdng né, bién tam gidc thanh tam gidc
bdang né, bién duong tron thanh dwong trén cé cing bdn

&

kinh, bién géc thanh géc bang né.

e

timdapan.com



Céu hoi va bai tap

Qua phép tinh ti€n T theo vecto i # 0, dudng thang d bi€n thanh
durong tlﬁmg d’. Trong trudng hop nao thi : d trung d’ ? d song song véi d” ?
dcatd ?

Cho hai dudng thang song song a vi a’. Tim tit ca nhitng phép tinh ti€n
bién a thanh a”.

Cho hai phép tinh tién T; vd T:. Véi di€ém M bit ki, T bi€n M thanh
diém M’, T> bién M’ thanh diém M”. Chimg t6 rang phép bién hinh bién M
thanh M” 1a mét phép tinh tién.

Cho dudng tron (O) va hai diém A, B. Mét diém M thay déi trén dudng
tron (0). Tim quy tich diém M’ sao cho MM'+ MA = MB.

Trong mat phang toa dé Oxy, véi @, a, b 1a nhitg s& cho trude, xét phép
bién hinh F bién mdi diém M(x ; y) thanh diém M'(x’ ; y’), trong dé

{.r' = xcosa — ysina + a

y' = xsina + ycosa + b.

a) Cho hai diém M(x; ; v;), N(x, ; ¥;) v goi M’, N" lan luot 1a anh ctia M,
N qua phép F. Hiy tim toa dé cua M’ va N'.

b) Tinh khoang cédch d gitra M va N ; khoang cach d" gitta M’ va N’

c¢) Phép F c6 phai la phép doi hinh hay khéng ?

d) Khi &= 0, chiing t6 rang F 1 phép tinh tién.

Trong mat phang toa dé Oxy, xét cdc phép bién hinh sau day :

— Phép bién hinh F,; bién méi d iém M(x ; y) thanh diém M'(y ; —x) ;

— Phép bi€n hinh F5 bién méi di€ém M(x ; y) thanh di€ém M'(2x ; y).

Trong hai phép bi€n hinh trén, phép nao 1a phép doi hinh ?
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PHEP POI XUNG TRUC

1. Binh nghia phép déi ximng truc

Qa
Ta nhac lai : Diém M’ goi la doi xiing voi diém M qua
duong thang a néu a la dwong trung true ciia doan
r.-'rffﬁg MM’ (h.6). Néu M ndam trén a thi ta xem M déi
xttng vor chinh né qua a. Me—P oM
Phép d6i xing qua dudng thang @ duge dinh nghia
nhu sau Hinh 6

DINH NGHIA 1

Phép doi xitng qua duwong thang a la phép bién hinh bién méi
diém M thanh diém M’ déi ximg véi M qua a.

Ki hiéu va thuat ngir

Phép d6i ximg qua dudng thang a thudng duge ki hiéu 1a H,. Phép d&i xing
qua dudng thang con goi don gian 1a phép déi xirng fruc.

Pudng thang a goi la truc cua phép déi xirng, hay don gian la truc doi xirng.
Qua phép doi xitng truc D, nhitng diém nao bién thanh chinh né ?
Néu phép déi ximg truc B, bién diém M thanh diém M’ thi né bién diém M’

thanh diém nao ? Néu né bién hinh ¢ thanh hinh " thi né bién hinh "

thanh hinh nao ?

2. Dinh Ii

Phép doi ximmg rruc la mot phép doi hinh. ]

ﬂ1 (D& chimg minh dinh Ii)
Gid sirD,, la phép d6i xing qua dudng thdng a. Ta chon hé truc toa do Oxy ma Ox 1a
dudng théng a (h.7).

10
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L&y hai diém tuy ¥ A(x4; y,) va B(xg ; yg), hay viét B
toa d6 clla A’= D (A) va B'= D (B) réi ding céng
thirc tinh khodng cach dé chimg minh A'B’= AB.

-]
]
ﬁh\

o x
& CHUY
' A
Qua hoat déng trén, ta thiy néu B
phép déi ximg qua truc Ox bién Hinh 7

diém M(x ; y) thinh diém M'(x"; ") thi

Y=
JF' e —}.l_

Céng thite trén goi 1a biéu thite toa dé cta phép déi xitng

gua truc Ox.

Phép déi xiing qua truc Oy cé biéu thitc toa do nhiut thé nao ?

3. Truc d&i xirg cta mdt hinh

Ching ta hiy quan sit bén hinh sau day (mébi chir cdi 14 mot hinh) :

A D P Q

Ngu¢i ta néi hinh thir nhit va hinh thit hai ¢ tinh "céan ximg" vi véi moi
hinh, c6 thé tim thiy mét dudng thang sao cho phép déi xing qua dudng
thang dé bién hinh 4y thanh chinh né. Cdc duong thang dé goi la truc déi
xitng ctia mbi hinh. Hai hinh cén lai khéng "can xitng" vi ching khéng c¢é
nhitmg dwdng thang nhu vay.

DINH NGHIA 2

Duong thang d goi la truc déi xitng cua hinh H néu phép doi

xitng truc Dy bién H thanh chinh né, ticc la D (') = K.

Mot hinh ¢é thé khéng c¢é truc déi xing, ciing ¢6 thé ¢6 mot hay nhiéu
truc déi xitng.

11
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Trong cdc hinh sau day, hinh nae ¢é truc déi xiing va cé mdy truc ? (Moi
chit cdi la mot hinh)

A BCD®DEGHIKL
M NOPQRSTUVXY!Z

4

= (¥ LI 3T

Hay lam tho !

Cac em hay nhe mét giot muwc lén mot to giay trdang, roi gap toé giay theo
& % Frs & . - - i & a & =t - 4

mot duong thang di qua giot mirc dé. Ap hai phan cua to giay sat vao nhaii

roi mo ra. Cdc em sé dwoc nhitng hinh cé truc déi xing khd ki thii !

Dudi diy gioi thiéu voi cde em mor 6 hinh nhu vay.

4, Ap dung

Ngudi ta té chife mét cude chay thi
trén bdi bién véi diéu kién sau : Céc
vin déng vién xudt phat tir dia di€ém
A va dich 13 dia diém B, nhung trude
khi dén B phai nhiing minh vao nurée
bién (ta gia sir rang mép nude bién 1a
mét dudng thang) (h.8).

Dé chién thang trong cudc chay dua
nay, ngoai tée ddé6 chay, con cé mot Hinh 8

véu t6 quan trong la vin déng vién

phai xdc dinh vi tri M & mép nurdc ma minh phai chay tir A t6i dé nhiing
minh vio nude bién, réi tir dé6 chay dén B sao cho quang dudng phai chay
lA ngan nhit.

12
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Nhir vay, bai todn c6 thé phit biéu dudi dang =4

todn hoc thuan tuy sau day N
%
o X & a g 2 = » -
Cho hai diém A va B nam vé mét phia cua N e - B
duéng thang d (h.9). Hay xdc dinh diém M trén M d
d sao cho AM + MB bé nhait. Hinh 9

Néu hai diém A va B nam vé hai phia cia dwong thang d thi 16i gidi bai
todan trén rdt don gidn. Trong truong hop dé, diem M can tim la diém ndo ?

Bay gid xét trudng hop A, B nam vé mét phia clia d. Hay iy diém A’ d&i
xitng véi A qua d, va chi y rang : AM + MB=A'M + MB.

2
R Vi gdi v trén day, hay néu |di gidi clia bai toan.
Céau hoi vé bdi tap
7. Qua phép déi ximg truc P, (a 1A truc déi xiing), dudng thang d bién thanh
duwong thang . Hiy tra 10i cdc cau hoi sau :
a) Khi nao thi d song song vagi d’ ?
b) Khi nao thi d tring véi d’ ?

c¢) Khi ndo thi d cat d’ ? Giao diém clia d va d’ ¢6 tinh chit gi ?
d) Khi nao d vuéng géc véi d’ ?

8. Trong mat phang toa dé Oxy, cho cdc dudng tron (%)) va (%) lin luot cb
phuong trinh :
(¢)) : A5k _1*2 —4x+5y+1=0;
(%): o £y° +10y~5=0.
Viét phuong trinh anh eta méi dudng tron trén qua phép déi xiing ¢ truc Oy.
9. Cho géc nhon xOy va mét diém A nam trong géc dé. Hiy xdc dinh diém B
trén Ox va diém C trén Oy sao cho tam gidc ABC ¢6 chu vi nhd nhat.

10. Cho hai diém B, C ¢6 dinh nam trén dudng tron (O ; R) va diém A thay d6i
trén dudng tron d6. Hay dung phép d6i ximg truc dé chitng minh rang truc
tam H clia tam gidc ABC nam trén mét dudng tron c6 dinh.

Huong ddan. Khi BC khéng phai 1a dwdng kinh, goi H' 1a giao diém cla
dudng thang AH véi dudng tron (O ; R). Chitng minh rang H d6i xing véi H'
qua dudng thang BC.

13
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11. a) Chi ra truc déi ximg (néu ¢6) eta moéi hinh sau day (méi hinh 14 mét tir
bao gém mét s6 chir cii) :

MAM, HOC, NHANH, HE, SHE, COACH, IS, IT,
SOS, CHEO

b) Chitng minh ring d6 thi clia him s6 chan luén c6 truc déi ximg.

PHEP QUAY
VA PHEP POI XUNG TAM

1. Binh nghia phép quay

Trong mdt phdng cho mét diém O ¢é dinh va géc livong gide @
khong doi. Phép bién hinh bién diém O thanh diém O, bién
moi diém M khdic O thanh diém M’ sao cho OM = OM' va
(OM, OM") = @ diroc goi la phép quay tam O goc quay @.
Phép quay thudng dwoe ki hiéu 1a Q, vi néu muén chi rd tim quay O va

goc quay @thi ta ki hi€u phép quay dé 1a Qo ¢).

Hinh 10

Hinh 10 cho ta thiay phép quay tam O géc quay 32[-— bién diém M thanh diém
M’, bién 14 c& € thanh 14 c& €.

Phép dong nhdt cé phai la phép quay hay khéng ?

14
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2, Dinh li

[ Phép quay la mot phép doi hinh. ]

Chirng minh

Gia str phép quay Q(p, g bién di€ém M thanh M’ va bi€n diém N thanh N,
trong dé O, M, N khéng thang hang (h.11). Theo dinh nghia ctia phép quay,
ta c6

oM = OM’, ¥
ON = ON’
vi (OM,OM’)=(ON,ON’) = o
Theo hé thite Sa-lo vé géc luong gidc, ta ¢6
(OM, ON)=(OM, OM’) + (OM’, ON)
= (ON, ON’) + (OM’, ON)
=(OM’, ON’).
Suy ra MON = M'ON’. Nhu véy hai tam gidc Hinh 11
MON via M'ON’ bang nhau, do d6 M'N"= MN.
Trudng hop O, M, N thang hang, ta thiy ngay M'N'= MN. O

R ;
Cho hinh ngii giac déu ABCDE tam O (h.12). Hay
chi ra moét sé phép quay bién ngii giac dé thanh
chinh né.

E D
Hinh 12

3. Phép ddi ximng tam

Mot truedng hop dac biét cua phép quay 1a phép quay véi gbe quay 7. Khi
dé, néu O 1a tam quay thi méi di€ém M duoc bi€n thinh diém M’ sao cho O
14 trung diém cia MM’. B&i vy, phép quay dé con c6 tén goi 1a phép doi
xirng qua diém O.

Phép d6i ximg qua diém O c¢on c6 thé duge dinh nghia nhir sau :

Phép déi xitng qua diém O la mét phép bién hinh bién méi
diém M thanh diém M’ doi xiing véi M qua O, c6 nghia la

OM + OM’ = 0.
15
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Ki hiéu va thuat ngu

Phép déi xing qua diém O thudng duge ki hiéu 1a D . Phép d6i xing qua
moét diém con goi don gian 1a phép doéi xirng tam.

Di€m O goi |2 tam ciia phép déi xirng, hay don gian 13 tam déi xirng .

Biéu thiic toa dé

Trong hé toa do Oxy cho diém I(a ; b). N€u phép d6i xing tim D; bién
di€ém M(x ; y) thanh di€ém M'(x"; y’) thi

x'=2a-x
_1:' =72h - ¥y.

Coéng thife trén goi 1A biéu thiic toa dé ciia phép déi ximg tim D;.

2
ﬂ Hay giai thich tai sao c6 cong thifc frén.

Tam déi xiing ciia mét hinh

Chiing ta hily quan st cdc hinh biéu thi cdc chif cdi sau day

Z S N

Tuy céc hinh dé khéng cé truc déi ximg nhung ching ciing c¢6 tinh "can
xitng" nio dé. Li do 1a v6i méi hinh, ta c6 thé tim thiy mét diém O sao cho

phép déi xitng tam D, bién hinh dé thanh chinh né.
Diém O nhu thé ciia méi hinh trén day la diém nao ?
Céc diém O nhr vay duoe goi 1a tim déi xing ciia méi hinh.

Diém O goi la tam déi xitng ciia mét hinh . néu phép doi
xitng tam P g bién hinh # thanh chinh né, ticc la DoK' ) = H.

Trong bang chit cdi in hoa, nhimg chit nao cé tam dof ximg ? Nhitng chir
ndo cé tam doi xiing nhimg khéng cé truc déi xiig ?

. 24| Trong cdc hinh sau ddiy, hinh ndo ¢é tam déi xiimg ?

SISy

timdapan.com
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4, Ung dung cua phép quay
Bai toan 1
Cho hai tam giae déu OAB va OA'B" nhw hinh 13.
Goi C va D ldn liwot la trung diém ciia cdc doan thdang
AA" va BB’. Chitng minh rang OCD la tam gidc déu.
Giai
Xét phép quay Q tam O véGi géc quay bang mot goc Hinh 13
lwong gidc (OA, OB). Ré rang Q bién A thanh B va bién
A’ thanh B, nén Q bién doan thang AA’ thanh doan thang BB". Tir d6 suy ra Q
bién trung diém C clia AA' thanh trung diém D ctia BB". Do dé OC = OD v

COD = 60°. Vay OCD 1 tam gidc déu. 0

Bai toan 2
Cho duong tron (O ; R) va hai diém A, B ¢6 dinh. Véi méi diém M, ta xdc

dinh diem M’ sao cho MM' = MA + MB. Tim quy tich diém M’ khi diém M
chay trén (O ; R).

Giai (h.14)
Goi I 1a trung di€ém cla AB thi I ¢6 dinh va
MA + MB = 2MI .

Boi viy, MM’ = MA + MB khi v chi khi
MM’ = 'ZE, tirc la MM’ nhin I lam trung
diém hay phép déi xitng tam P; bién diém M
thanh M’ Viay khi M chay trén dudng tron
(O ; R) thi qu¥ tich M”13 4nh ctia dudng tron dé qua H;. Néu ta goi 0’ 1a di€ém
dsi ximg clia O qua di€ém I thi qu¥ tich ciia M’ 13 dudng tron (O ; R). O

Hinh 14

Bai toan 3

Cho hai duong tron (O ; R) va (O, ; R)) cat nhau tai hai diém A, B. Hay
dung mét duong thang d di qua A cdt (O ; R) va (O ; Ry) ldn lirot tai M va
M, sao cho A la trung diém ciia MM .

Giai (h.15)

Gia sir ta di dung duoc duong thang d thod min yéu cdu cia bai todn. Goi

D, la phép déi ximg qua A thi P, bi€n diém M thanh diém M; va bién

1)
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duong tron (O ; R) thanh dudng
tron (0" ; R). ViM nam trén (O : R)
nén M, nam trén (O’ ; R). Mat khic
M, lai nam trén (O, ; R) nén M, la
giao diém khic A chia hai dudng
tron (O"; R) va (O ; Ry).

Tir d6 suy ra céach dung :

* Dimg duwdng tron (O ; R) déi
ximg véi (O ; R) qua diém A (0’ 1a Hinh 15
diém d6i xitng clia O qua A).

* Ldy giao diém M, cua hai dudng tron (O,:R|)va(O"; R), M| khic A.
 Dudng thang d 1 dudng thang di qua A va M.

Vi sao d thoa mdn diéu kién cuia bai todn ?

14.

15.

18

Céu hoi va bai tap

Cho phép quay Q tam O véi géc quay ¢ va cho dudng thang d. Hay néu céch
dimg anh d’ cia d qua phép quay Q.

Cho hai tam gide vudng cin OAB va OA'B’ B

¢ chung dinh O sao cho O nam trén doan
thang AB’ vd nam ngoai doan thang A’B A
(h.16). Goi G va " lan lugt 1a trong tam
cdc tam gidc OAA" va OBB’. Chitng minh
GOG 1a tam gidc vuoéng cin.

B ) A

Gia sir phép déi ximg tam D, bién dudng
Hinh 16

thang d thanh duong thang d’. Chitng minh
a) Néu d khong di qua tam déi xitng O thi d’ song song vdi d, O cdch déu d
vad :

b) Hai dudng thang d va d’ tring nhau khi va chi khi d di qua O.

Cho phép d6i xitng tim P, va dudng thing d khéng di qua O. Hiy néu cdch
dung anh d’ clia dudng thang d qua P,. Tim cich duyng d" ma chi sir dung
compa mét 14n va thuée thang ba 1an.
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16. Chi ra cdc tim déi xitng ctia cdc hinh sau day :

a) Hinh gém hai dudng thang cat nhau ;
b) Hinh gém hai dudng thang song song ;
¢) Hinh gém hai dudng tron bang nhau ;
d) Puong elip ;

e) Duong hypebol.

17. Cho hai diém B, C ¢6 dinh trén dudng tron (O ; R) va mot diém A thay
déi trén dudng tron d6. Hay ding phép déi xitng tim dé chitng minh rang
trire tAm H clia tam gidc ABC nam trén mot dudng tron c6 dinh.

Huéng dan. Goi I 1a trung diém ctia BC. Hiy vé dudng kinh AM ciia dudng
trdn roi chimg minh rang I 13 trung diém ctia doan thang HM .

18. Cho dwdng tron (O ; R), dudng thing A va di€ém /. Tim diém A trén
(O ; R) va di€ém B trén A sao cho I 14 trung diém ctia doan thang AB.

19. Trong mat phang toa d6 Oxy, cho dudng thang A : ax + by + ¢ = 0 va diém
K(xy : vp). Phép d6i xiing tam P, bién dudng thang A thinh dudng thang A'.
Viét phuwong trinh cina A",

HAI HINH BANG NHAU

Ching ta bi€t rang phép ddi hinh bién tam gidc thanh tam gidc bang né.

Biay gid ta dat vin dé : Cho hai tam gidc bang nhau thi ¢6 hay khéng mot
phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam giac kia ?

1. Binh li

Néu ABC va A'B’C’ la hai tam gidc bang nhau thi ¢é phép
doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc A'B'C’.

Chirng minh

Ta xdc dinh mét phép bién hinh F nhir sau : F bién mbi diém M thanh diém M’
sao cho néu CM = pCA+qgCB (pe R, ge R) thi C'M’' = pC’'A" + qC'B’
(h.17).

19
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Ta chitng minh F 1a phép doi hinh. That
vay, gia sir ¢6 thém di€ém N va F bi€n N M

thanh N’, titc 12 néu CN = kCA + ICB

thi C'N’ = kC'A’ + 1C'B’. Khi dé &
MN = CN - CM = P
= (k- p)CA+ (I - q)CB. =
Suy ra
MN? = MN° A
= (k- p)*CA* + (1 - 9)*CB® Hinh 17 :

+ 2(k - p)l - q}ﬁﬁ'
Hoan toan twong twr, ta ciing cd
bl ST
M'N= = MN
o 2 g #2 2 g2 ! NFwat e
=k-pCA“+(-g)°CB” +2(k- p)l-q)CA".CB.
Vi hai tam gidc ABC va A'B'C’ bang nhau nén CA = ("A’, CB = ("B’ va
CACB = (’A’.C'B’ . Boi vy, ta suy ra MN = M'N’ hay F la phép doi hinh.

R& rang phép dai hinh dé bién A, B, € lan lugt thanh A’, B', (7, uic 1a bién
tam gidac ABC thanh tam giac A'B'("". O

2. Thé nao la hai hinh bang nhau ?

20

Tir dinh 1i trén ta cé thé phat biéu : "Hai tam gidc bdang nhau khi va chi khi
c6 phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia". Nho vay, khai
niém "bang nhau" clia hai tam gidc c¢6 thé duoe dinh nghia bang hai cdch
twong duong sau day :

1) Hai tam gidc goi la bang nhau néu chiing cé cdac canh twong iing bhdng
nhau va cac géc tiwong iing bang nhau.

2) Hai tam gidc goi la bang nhau néu cé phép doi hinh bién tam gidc nay
thanh tam gidc kia.

Déi véi sir bang nhau cua cdc hinh néi chung, ngudi ta diing cich dinh
nghia thit hai. Vay ta c¢é dinh nghia téng quat sau day

Hai hinh goi la bdang nhau néu cé phép doi hinh bién hinh
nay thanh hinh kia.
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Tir dinh nghia trén ta suy ra

Néu hinh .#) bang hinh ., va hinh . bdang hinh .#; thi hinh
) bang hinh 9.
That vay, vi .#; bang .#; nén c6 phép doi hinh F bién .#) thinh .4, vi .4,
bang .#; nén c6 phép dai hinh G bién .#; thanh .5,
Néu ta thue hién lién ti€p phép doi
hinh F va phép doi hinh G thi hién 7
nhién ta dwoe phép doi hinh bién

%
J thanh J. Vay ) bang 4. O ) ) @)
¥

Chang han, trén hinh 18, hinh .#;

bang hinh .%#, vi ¢6 phép tinh ti€n

bi€n .#; thanh .#, ; hinh .#, bang

hinh .#5 vi ¢6 phép dé6i xing truc

bién .#, thanh .#%. Vay hai hinh ./ Hinh 18
va J; bang nhau.

C6é thé em chwa biét

LAT MAT DHANG

Tir xa xua, ngudi ta da biét trang tri blic tuong, dét théu tham hoa, lat nén nha, ...
bang nhimg hinh v&, nhiing vién gach bang nhau v&i cac hoa van giéng nhau, ...

Flala T sl
W k|| w1

TiEee]

it

Cac mau hinh vé, hoa van, ... c6 thé rat khac nhau nhung ngudi ta chimg minh
dudc ring thuc ra chi c6 17 cach sdp xép lap di 14p lai cac hinh nhu thé dé |at
khap mat phéng.

Néu chi diing cac phép tinh tién va phép quay dé bién mat vién gach nay thanh
mét vién gach khac thi c6 5 cach lat :

)i
i

*——
3%

%

e
HaferlslT
i

21
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Con néu dung thém ca phép déi ximg truc thi cé thém 12 cach latnira :

AR MJEH %
I PLIPLPL
0] R
ﬁb 1414

22
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7

i |

AN e AN
i PNy

N,

A A

Trong 17 cach |at trén, ngudi ta da tim thay 11 cach lat & dén Alhambra thanh phé
Granada (Tay Ban Nha), 5 cach khac d3a tim thay & chau Phi, cach cén lai cling da
tim thay trong mét trang tri ¢ & Trung Quéc.

Céu hoi va bdi tap
Chitng té rang hai hinh chit nhét cung kich thuée (ciing chiéu dai va chiéu
réng) thi bang nhau,

a) Chitng minh rang hai tif gidc 16i ¢é cdc cap canh twong mg bang nhau
vd moét cap dudng chéo trong ting bang nhau thi bang nhau.

b) Chitng minh rang hai tit gidc 16i ¢é cdc cap canh twong ing bang nhau
va mot cap goc twrong wng bang nhau thi bang nhau.

¢) Hai tir gidc 161 ¢6 cdc cap canh twong img bang nhau thi ¢é bang nhau
hay khéng 7

Da gidc 16i n canh goi 14 n-gidc déu néu tit ca cdc canh ctia né bang nhau
va tit ca cde gée cna nd bang nhau, Chitng to rang hai n-gidc déu bang
nhau khi va chi khi chiing ¢6 canh bang nhau.

Hinh .#; gém ba dudng tron (O, ; ry), (O, : ry) va (O3 : ry) déi mot ti€p xiic
ngodi véi nhau. Hinh .# gém ba dudng tron (1) . ry), (I ; ry) va (I3 ; ry) doéi

mot ti€p xuc ngoai véi nhau. Chitng to rang hai hinh .#| va . % bang nhau.

. Cho hai hinh binh hinh. Hiy vé mét duong thang chia méi hinh binh hanh

dé thanh hai hinh bang nhau.
23
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PHEP VI TU

Hin-he (Hilbert)

Ai day ?

Chiing ta hiy quan sdt hai bie chin dung & hinh vé trén. Tuy kich thude cia
chiing khéac nhau nhung hinh dang ctia ching rat "giong nhau" (ta néi chiing
"dong dang" véi nhau). Vi bic nhé hon la chin dung ctia nha todn hoc Hin-be,
nén biic 1én hon cing la chéin dung cta nha todn hoc do.

Sau day, chiing ta s& néi vé cdc phép bién hinh khéng lam thay déi hinh
dang cua hinh. Trude hét, trong bai nay, ta néi dén phép vi tur, mot trudng
hop riéng cua nhirng phép bi€n hinh nhir thé,

1. Binh nghia

24

Cho mét diém O c6 dinh va mét s6 k khéng doi, k = 0. Phép
bién hinh bién moi diem M thanh diéem M’ sao cho

OM' = kOM duoc goi la phép vi tu tam O ti s6' k.

Ta thudng ki hiéu phép vi tr béi chit V, néu cin néi rd tAm O va t1 s6 k cna
noé thi ta ki hiu la Vg 4.

Hinh 19 cho ta thay phép vi tr tim O ti s6 k = 2 va phép vi tr tim O, ti s6

ky = & bién hinh % thanh cdc hinh nhu thé nao.

Hinl 19
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2. Cac tinh chat ctha phép vi tyu

e

PINH Li 1

Néu phép vi twr ti s6'k bién hai diém M va N ldn lLicot thanh
hai diém M"va N’ thi

M'N" = kMN va M'N' = |kl MN.

Chirng minh
Néu O la tim cua phép vi tur thi theo dinh nghia, ta ¢c6 OM" = IcO_.M,
ON’ = kON.

Viy M'N' = ON' - OM’ = kON - kOM = k(ON - OM) = kMN.
Tir d6 suy ra M'N’ = |[k| MN. |

DINH LI 2

Phép vi tir bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang
va khong lam thay déi thit tie cvia ba diém thang hang do.

Chitng minh
Gia sir ba diém A, B, ¢ thang hing ma B nam giita A vd C, tic la

BA = mBC véim < 0. Néu phép vi tir ti s6 k bién A, B, € lan lugt thanh A’
B’, (" thi theo dinh Ii 1, ta c6 BA’ = kBA, B'C" = kBC.

Tir d6 suy ra B'A’ = kBA = k(mBC) = m(kBC) = mB'C’, tic 1a ba diém A’,

B’, " thang hang v&i B’ nam gifta A" va (. O
HE QUA
- N

Phép vi tu ti 56’k bién duwong thing thanh duong thing song
song (hodc triing) véi duong thdang dé, bién tia thanh tia,
hién doan thang thanh doan thang ma dé dai dwoc nhdn lén
véi |k|, bién tam gidc thanh tam gidc déng dang véi ti s6

\_ dong dang la |k, bién géc thanh géc bing né. J

Nhitng duéng thang nao bién thanh chinh né qua phép vi tu voi ti s6' k£ 1 ?
Nhitng diwrong tron nao bién thanh chinh né qua phép vi tw voi ti s6 k=1 ?
25
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3. Anh clia dudng tron qua phép vj tu

PINH LI 3

Phép vi tur ti 56 k bién dirong tron cé ban kinh R thanh duong
tron 6 ban kinh |k|R.

Chirng minh (h.20)

Gia sr V la phép vi tu

tam O ti s6 k va (I ; R) 1a dudng

tron da cho. Goi I' la anh cua I va M)
M’ 1a anh ctia diém M bat ki thi ta

6 I'M’ = |kl IM.

B&i vay IM = R khi va chi khi M

I'M’ = k|R hay 14 M’ thudc

duong tron (I' ; R") vé1 R' = |HR.

D6 chinh 1a anh cia dudng o

tron (7 ; R) qua phép vitwe V., O Hinh 20

1

Trén hinh 20, hay vé mot dudng thdng « qua tam vi tu O, cat dudng tron (7 ; R) tai A va
B, cat dudng tron (I ; R") tai C va D. Hay néi rd cac diém A va B duoc bién thanh
nhimg diém nao qua phép vi tu dé, va gidi thich tai sao.

Néu duong thing d ndi trén tiép xtc vdi dutng tron (I ; R) thi  cb tiép xuc véi dudng
tron (I”; R") hay khéng ? Nhan xét gi vé cac tiép diém ?

4. Tam vi tu cda hai dudng trén

26

Ta di bi€t rang phép vi tir bi€n durdng tron thanh dudng tron. Bay gid ta xét
bai toan nguge lai.

Bai toan 1

Cho hai dwong tron (I ; R) va (I' ; R') phan biét. Hay tim cdc phép vi tir
bién duwong tron (I ; R) thanh duéng tron (I' ; R').

Giai

Trude hét, ta ¢d nhan xét : N&u phép vi tr tam O ti s6 k bién (I ; R) thanh

R’ R’ — = :
k| = = hay &k = i? va OI' = kOI. Tir d6 ta xdc dinh duoc

(I’ ; R") thi

cdc phép vi tr ma bai todan yéu cau. Cu the la:
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Truong hop hai duong tron (I ; R) va
(I"; R") dong tam, R # R’, hién nhién khi
dé O trung véi 1. Vay ta ¢6 hai phép vi

r

- i g il
tr : phép vi tr V| tam [ t1 86 = va

F

; .
phép vi tu V, tam I t1 s6 = (Trén

hinh 21, phép vi tuw V| bién M thanh
M’ va phép vi tu V; bién M thanh M"). Hinh 21
Trueng hop I khéng tring voi I nhung
R =R’ tic la k = 1, khi dé diém O
phai thoa man diéu kién oI' = koI
nén k chi cé thé bang -1, va O Ia
trung di€ém cta doan thang II’. Vay
trong trudng hop nay chi ¢é moét phép
vi tur : tdm O, ti s6 —1, d6 ciing chinh
la phép déi xitng qua diém O (h.22).

Hinh 22

Truong hop I khéng trimg I' va R # R, ta ¢6 thé xic dinh céc phép vi ty nhu
sau (h.23) :

M’

Hinh 23

Ta ldy M’ |M’, la moét duong kinh cta (I ; R") va IM 1a mét bén kinh cta (7; R)
sao cho hai vecto I'M"; va M ciing hwéng. Dudng thang II' cat MM’ va MM’

lan luot tai O va O,.

i . '] . R n s . a ¥ -

Khi dé phép vi tr V| tam O t1 80 k| = i va phép vi tu V, tam O, t1 s0
R' ~ n 5 S (N A Y #

ky = —E déu bién dudng tron (I ; R) thanh duong tron (I"; R). ]

27
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Thuat ngir

Néu c6 phép vi tir tim O bién dudng tréon nay thanh dudng tron kia thi O
duge goi 1a tdam vi tu cua hai dudng tron do.

Néu phép vi tir dé c6 ti s6 dwong thi diém O goi 1a tdam vi tw ngoai, néu
phép vi tr d6 ¢6 ti s6 am thi di€ém O goi 14 tdm vi tu trong.
Trén hinh 23, hai dudng tron (I ; R) va (I" ; R") ¢6 Op la tAm vi tr ngoai,

0, la tam vi tr trong.

5. Ung dung cla phép vi tu

28

Bai toan 2
Tam gidc ABC ¢6 hai dinh B, C ¢6 dinh con dinh A chay trén mét diuong tron
(O ; R) ¢ dinh khong cé diém chung vor dwong thang BC. Tim quy tich trong

tdam G cua tam gidc ABC.

Giai (h.24)

Goi I 1a trung diém clia BC thi I ¢ dinh.
Diém G Ia trong tim tam gidc ABC khi va
chi khi

—p —

IG==IA.
3

Hinh 24

Nhur vay phép vi tue V tam [ ti s& IE bién diém A thanh di€ém . Tir dé suy ra
khi A chay trén dudng tron (O ; R) thi quy tich (7 1a anh ctia dudng tron d6

qua phép vi tr V, tire 1a duong tron (O ; R') ma 10" = %E va R’ = %R. O

Bai toan 3
Cho tam giac ABC vor trong tam G, truc tam H va tam dwong tron ngoai

tiép O. Chitng minh rang GH = -2GO (nhw vay khi ba diém G, H, O
khéng tring nhau thi chiing cing ndm trén mét dwomg thdng, diroc goi la
duong thang O-le).
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2 (D@ giai bai toan 3) A

Goi A’, B', C'lan lugt |a trung diém cac canh BC, CA, AB A

cla tam giac ABC (h.25). 5

1) Hay chihg minh rang O la truc tam clia tam giac v

ABC. B A C
2) Goi V la phép vi tr tam G, fi s6 —2. Hay tim anh clia \—/
tam giac A'B'C " qua V.

3) Qua phép vi tv V, diém O bién thanh diém nao ? Hinh 25

Vi sao ? Tir d6 suy ra két luan cla bai toan.

Goi O’ la tam dwong tron ngoai tiép tam gidc A'B'C’. Qua phép vi tw'V ndi

25.

26.

trén, diem O bién thanh diém nao ?

Céau hoi va bai tap

Cac phép sau day c6 phai la phép vi tr hay khéng : phép déi xing tam,
phép déi ximg truc, phép déng nhat, phép tinh ti€n theo vecto khic 0°?
Céc khang dinh sau day cé ding khong ?

a) Phép vi tur luén cé di€ém bat dong (tire 12 di€ém bién thanh chinh né).

b) Phép vi tu khong thé cé qua mot diém bit dong.

c¢) Néu phép vi tir c6 hai diém bat déng phan biét thi moi diém déu bat déng.
Xdc dinh tam vi tr trong va tam vi tr ngoai cla hai dudng tron trong cdc
trudng hop sau :

a) Hai duong tron ti€p xic ngoai véi nhau.

b) Hai dudng tron ti€p xuc trong vdi nhau.

¢) Mét duong tron chira duong tron kia.

Cho hai dwong tron (O) va (O') cat nhau tai A va B. Hiy dung qua A moét
dudng thang d cat (O) & M va cat (0') & N sao cho M 1a trung diém clia AN.

Cho dudng tron (O ; R) va di€ém I c6 dinh khic 0. Mét diém M thay doi
trén dudng tron. Tia phan gidc cua gée MOI cat IM tai N. Tim quy tich
di€m N.

Cho hai dwong tron (O) va (O”) ¢6 ban kinh khdc nhau, ti€p xiec ngoai véi
nhau tai A. Mét dudng tron (0”) thay déi, luén luén ti€p xic ngoai véi (0)
va (0") lan luot tai B va . Chitng minh rang dwdng thang BC luén di qua
mot diém c6 dinh.
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8§ PHEP PONG DANG

1. Pinh nghia phép déng dang

Phép bién hinh F goi la phép dong dang ti s6 k (k > 0) néu
véi hai diém bdt ki M, N va dnh M’, N’ ciia chiing, ta cé
M'N’ = kMN.

Phép doi hinh va phép vi tw ¢é phdi la nhitng phép déng dang hay khéng ?
Néu ¢é thi ti s6 déng dang la bao nhiéu ?

ﬁ Goi V 1a phép vi tu tam O i s8 k va D 1a mét phép dai hinh. Vi méi diém M bat ki,
V bién diém M thanh diém M, va D bién diém M, thanh diém M’. Nhu vay ta c6
mot phép bién hinh F bién diém M thanh diém M’. Cé thé néi F cé dudc bang cach
thuc hién lién tiép hai phép bién hinh V va D.
Ngudi ta cén ndi rang F 1a phép hop thanh cla hai phép bién hinh V vaD.
Hay chimg b ring F 12 mot phép déng dang fi sé [&].

Nhwr vay, néu thue hién lién tiép mét phép vi tir vi mdt phép doi hinh thi
két qua 1a mot phép déng dang. Diéu nguoe lai ciing diing. Ta ¢6 thé chimg
minh dwoge dinh Ii sau day.

2. Binh i

Moi phép déng dang F ti s6 k déu la hop thanh cua moét phép
vi tieV ti s6 k va mét phép doi hinh D.

HE QUA (tinh chét clia phép déng dang)
7

Phép dong dang bién ba diém thang hang thanh ba fi'."é"r?'
thang hang (va khéng lam thay déi thie tuw ba diém dé),
bién dicomg thang thanh dwong thdang, bién tia thanh tia,
bién doan thing thanh doan thing ma dé dai dwoc nhan
lén vai k (k la ti s6 cua phép dong dang), bién tam gidac
thanh tam gidc dong dang voi ti 56 k, bién diwong tron co
hdan kinh R thanh dwong trén cé ban kinh kR, bién géc
e thanh géc bdng né. o3
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Cé phdi moi phép déng dang déu bién duong thing thanh duéng thing

song song hodc trung voi né hay khéong ?

3. Hai hinh déng dang

Trén hinh 26, ta ¢6 hai hinh .#'va .#| vi tu véi nhau (nghia 1a cé phép vi tur
V bién hinh .#'thanh hinh .%,), hai hinh.%#] va. %" bang nhau (nghia la c6 phép
doi hinh D bién hinh %) thanh hinh .#).

Hinl 26

Néu goi F la phép hop thanh cua V va D thi F 1a phép déng dang bién hinh .#
thanh hinh .#”.

Ta néi rang hai hinh #'va . #" dong dang véi nhau. Nhur vay ta ¢6 :

DINH NGHIA

Hai hinh goi la dong dang véi nhau néu cé phép dong dang
hién hinh nay thanh hinh kia.

CHUY
O 16p 8, ta di bi€t thé nao 1a hai tam gidc déng dang. Khéi niém
dé phu hop véi dinh nghia trén.

Céwu hoi va bai tap

31. Chitng té rang néu phép déng dang F bién tam gide ABC thanh tam gidc
A'B’C’ thi trong tam, trure tAm, tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC
lan lwot bi€n thanh trong tam, true tim, tAm dudng tron ngoai tiép tam
giac A'B'C".

32. Ching t6 rang cdc da gide déu c6 cling s6 canh thi déng dang véi nhau.
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33. Dung tam gidac ABC néu biét hai géc B = B, C = ¥ va mot trong cdc yéu

té sau :

a) Duong cao AH = h ;

b) Puong trung tuyén AM = m ;

¢) Ban kinh R cha dudng tron ngoai ti€p.

ON TAP CHUONG I

| = Tém tét nhirng kién thirc can nhé

1.

ta
.

32

Phép doi hinh 1a phép bién hinh khéng lam thay déi khodng cdch giira hai
diém bat ki, nghia la n€u phép doi hinh bién hai diém M, N lin luot thanh
hai diém M’, N’ thi M'N’= MN.

Cic tinh chét ctia phép ddi hinh : bién ba diém thang hang thanh ba diém
thang hang vi khéng l1am thay déi thi tr ba diém dé, bi€n dudng thang
thanh dwong thang, bién tia thanh tia, bi€n doan thang thanh doan thang
bang nd, bién géc thanh gée bing nd, bién tam gidc thanh tam gidc bang
nd, bi€n duwong tron thanh duwdng tron ¢d cliing ban kinh.

Céc phép doi hinh cu thé :
a) Phép tinh ti€n T; (theo vecto # ) bi€n méi diém M thanh diém M’ sao

cho MM' = u.

b) Phép d6i xitng truc D, (truc la dudng thang ) bi€n mdi diém M thanh
diém M’ déi xitg véi M qua d.

c) Phép quay Qp, ¢ (tim O, géc quay @) bi€n O thanh O, bién mbi diém M khéc
O thanh diém M’sao cho OM = OM’ va géc luong gidc (OM, OM’) bang @.

d) Phép d6i ximg tam P, (tam l1A diém O) bién méi diém M thanh diém M’
déi ximg véi M qua O.

Dinh nghia vé hai hinh bang nhau : Hai hinh goi 14 bang nhau néu cé phép
d&i hinh bién hinh nay thanh hinh kia.

Phép déng dang ti s6 k (k > 0) 13 phép bién hinh bién mbi cap diém M, N
thanh cap diém M’, N’ sao cho M'N’= kMN.

Phép déng dang cé cdc tinh chat : bi€n ba di€ém thang hang thanh ba diém
thang hang (va khéng lam thay déi thit tr ba diém dé), bién duong thang

timdapan.com



10.

thanh dudng thang, bién tia thanh tia, bi€n doan thang thanh doan thang
ma dé dai duoc nhin 1én véi k (k 12 ti s6 cia phép déng dang), bién tam
gidc thanh tam gidc déng dang véi ti s6 k, bién mot gée thanh gée ¢ ciing
s6 do, bi€n dudng tron ban kinh R thanh dudng tron ¢6 ban kinh AR.

Phép vi tu Vi, ) tam O tis6 k (k # 0) bién méi di€m M thanh di€m M’ sao
cho OM' = kOM.

Céc tinh chét ctia phép vi tr : Phép vi tir tAim O ti s6 k 12 mét phép déng
dang ti s6 |k| nén cé cic tinh chat clia phép déng dang. Ngodi ra, phép vi tur

6 tinh chat dac biét sau : dudng thang néi mot di€m va anh cia né luén
luén di qua O ; anh d’ cia dudng thang d ludn song song hoac trung véi d.

Mbi phép dong dang bao gi® ciing ¢6 thé xem 12 hop thanh ctia mot phép vi
tur va mot phép doi hinh.

Pinh nghia vé hai hinh déng dang : Hai hinh dwoc goi la déng dang véi
nhau néu cé phép déng dang bién hinh nay thanh hinh kia .

Il - Cac cau hdi tu kiém tra

1#

e

Cic khang dinh sau day cé ding khéng ?

a) Phép déng nhat 13 mét phép tinh tién ;

b) Phép déng nhit 14 mot phép quay ;

c¢) Phép déng nhit 12 mét phép déi ximg tam ;

d) Phép d6i xirng tam la mot phép vi tur ;

e) Phép quay la mét phép déng dang ;

f) Phép vi tu 1a moét phép doi hinh.

Cho hai di€ém A, B phan biét. Cdc khang dinh sau diy cé ding khéng ?
a) C6 duy nhit mot phép déi ximng truc bi€n A thanh B ;

b) C6 duy nhit mét phép déi xirng tim bién A thanh B ;

¢) C6 duy nhat moét phép tinh tién bién A thanh B ;

d) Cé duy nhat mot phép quay bién A thanh B ;

e) C6 duy nhat mét phép vi tu bién A thanh B.

Hay chi ra mét s6 hinh ¢é mét trong céc tinh chat dudi day :
a) C6 v6 s6 truc doi ximg ;

b) Cé v6 s6 tam déi ximg ;

¢) C6 ding n truc do6i xitng.
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Il - Bai tap

1.

34

Cho hai dudng troén (O ; R), (0" ; R") va mét dudng thang d.
a) Tim hai diém M, N lan lwot nam trén hai dudng tron dé sao cho d 1a
duwong trung true cia doan thang MN.

b) Xdc dinh di€ém I trén d sao cho ti€p tuyén IT clia (O ; R) va ti€p tuyén
IT' cua (O ; R") hop thanh cdc géc ma d 1a mét trong cic dudng phan giic
cua cac goc do.

Chitng minh rang néu moét hinh nao dé c¢é hai truc déi xitng vuéng gbc véi
nhau thi hinh dé ¢6é tam déi ximg.

Cho dudng thang d di qua hai diém phan biét P, Q va hai diém A, B nam vé
mot phia déi véi d. Hiy xdc dinh trén d hai diém M, N sao cho MN = PQ
va AM + BN bé nhit.

Cho vecto i va mét diém O. Véi diém M bét ki, ta goi M, la di€ém déi

xttng v6i M qua O va M’ 1a diém sao cho M{M’ = ii. Goi F la phép bién
hinh bién M thanh M’

a) F la phép hop thanh ctia hai phép nao ? F cé phai 1a phép d&i hinh
hay khéng ?

b) Chimg to rang F 13 mét phép déi ximg tam.

Cho tam gidc ABC ndi ti€p trong dudng tron (@) va mot di€ém M thay déi
trén (Q). Goi M, 1a diém d&i xing véi M qua A, M, 1a diém d6i xing véi
M, qua B, M3 la diém déi xiing vGi M, qua C.

a) Chirng t6 rang phép bién hinh F bi€n diém M thanh M5 1a mo6t phép déi
Xing tam.

b) Tim qu¥ tich diém M5

Goi F 1a phép bi€n hinh ¢é tinh chat sau diy : Véi moi cip diém M, N va anh

M’, N’ ctia chiing, ta luén ¢6 M’N’ = kMN, trong d6 k 12 mot s6 khong déi
khic 0. Hiy chiing minh rang F 14 phép tinh ti€n hoac phép vi tu.

a) Cho tam gidic ABC va hinh vuéng MNPQ nhu
hinh 27. Goi V la phép vi tr tAim A t1 86 k = T Hiy

dung anh ctua hinh vuéng MNPQ qua phép vitu V.
b) Tir bai todn & ciu a) hdy suy ra cich giai bai todn
sau : Cho tam gide nhon ABC, hiy dung hinh vuéng
MNPQ sao cho hai dinh P, Q nam trén canh BC vi B 0 P C
hai dinh M, N l4n luvot nam trén hai canh AB va AC. Hinh 27
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Cho dudng tron (O) cé dudng kinh AB. Goi € 14 diém déi xing véi A qua B
vd PQ la dudng kinh thay déi clia (O) khidc dudng kinh AB. Dudng thang
CQ cit PA va PB lan luot tai M vA N,

a) Chirng minh rang Q 14 trung diém cta CM, N 13 trung diém cta CQ.

b) Tim qu¥ tich cdc diém M va N khi dudng kinh PQ thay déi.

Cho dudng tron (O ; R) va diém A ¢6 dinh. Mét day cung BC thay déi cua
(O ; R) c6 db dai khéng d6i BC = m. Tim quy tich cdc diém G sao cho
GA + GB + GC = 0.

IV. Cac cau hdi tric nghiém

1:

(Y]
&

Cho hai dudng thang song song d va d’. C6 bao nhiéu phép tinh ti€n bi€n d
thanh d” ?

(A) Khéng c6 phép tinh tién no ; (B) C6 duy nhit mét phép tinh tién ;
(C) Chi ¢6 hai phép tinh ti€n ; (D) C6 v s6 phép tinh tién.

Cho bén dwong thﬁng a, b, a’, b’ trong dé a /[ a’, b || b, a cat b. C6 bao
nhiéu phép tinh ti€n bi€n ¢ va b lan luot thanh a” va b" ?

(A) Khéng c6 phép tinh ti€n néo ; (B) C6 duy nhat mét phép tinh tién ;
(C) Chi ¢6 hai phép tinh ti€n ; (D) C6 rit nhiéu phép tinh tién.

Cho hai dudng thing cit nhau d va d’. C6 bao nhiéu phép déi xing truc
bién d thanh d" ?

(A) Khéng c6 phép déi xitng truc nao ;

(B) Cé duy nhat mot phép déi ximg truc ;

(C) Chi ¢6 hai phép déi ximg truc ;

(D) Cé rat nhiéu phép déi xitng truc.

Trong cédc hinh sau diy, hinh niao ¢é bén truc déi ximg ?
(A) Hinh binh hanh ; (B) Hinh chir nhat ;
(C) Hinh thoi (D) Hinh vuéng.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio sai ?

(A) Hinh gom hai dudng tron khéng bang nhau ¢6 true d6i xing ;

(B) Hinh gém mét dudng tron va moét doan thang tuy ¥ ¢é truc déi xing ;
(C) Hinh gém mét didng tron va mét dudng thang tuy v ¢é true déi xing :
(D) Hinh gobm mot tam gidc can va dudng tron ngoai ti€p tam giac doé cd truc
déi xing.

Trong cdc hinh sau diy, hinh nao khéng cé tim déi xing ?

(A) Hinh gom mét dudng tron va mot hinh chit nhat noi ti€p ;
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10.

11.

36

(B) Hinh gém mét dudng tron va mét tam gide déu ndi tiép ;
(C) Hinh luc gide déu ;
(D) Hinh gém moét hinh vuéng va dudng tron ndi tiép.

Cho hinh vuéng ABCD tam O. Xét phép quay Q cd tam quay O va goc
quay ¢. V&i gia tri ndo sau diay cua ¢, phép quay Q bién hinh vuéng ABCD
thanh chinh né ?

A) p=—; (B) ¢ =

1I
5 O @g==; (D) @ =

n
3 2

|3

Cho hai dudng thang song song d vi d’. Cé bao nhiéu phép vi tur véi ti s6
k = 100 bi€n d thanh d" ?

(A) Khéng cé phép nao ; (B) C6 duy nhat mot phép ;
(C) Chi ¢6 hai phép ; (D) Cé rét nhiéu phép.

Cho dudng tron (O ; R). Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :
(A) Cé phép tinh ti€n bién (O ; R) thanh chinh né ;

(B) Cé hai phép vi tir bi€n (O ; R) thanh chinh né ;

(C) C6 phép dbi xitng truc bi€n (O ; R) thanh chinh né ;

(D) Trong ba ménh dé A, B, C, ¢6 it nhit mét ménh dé sai.

Trong cac ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

(A) Tam vi tu ngoai ctia hai dudng tron nam ngoai hai duong tron dé ;

(B) Tam vi tu ngoai cia hai dudng tron khéng nam gitra hai tim cta hai
dudong tron do ;

(C) Tam vi trr trong cta hai dudng tron luén thude doan thing néi tam hai
dudng tron do

(D) Tam vi tir cha hai duong tron cé thé 1a di€m chung cla ca hai dudng
tron doé.

Phép bién hinh nio sau day khong cé tinh chat : "Bi€n mot dudng thang
thanh dudng thang song song hoac tring véi né" ?

(A) Phép tinh tién ; (B) Phép d6i xing tAm ;
(C) Phép déi xitng truc ; (D) Phép vi tur.

Trong cdc ménh dé sau diay, ménh dé nao sai ?
(A) Phép d&i hinh 14 mét phép déng dang ;

(B) Phép vi tir 1a mét phép déng dang ;

(C) Phép déng dang la mét phép doi hinh ;

(D) C6 phép vi tu khong phai 1a phép d&i hinh.
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Dai doc thém

Y NI TU DONG DANG
A \Z1 VA I HOC FIACTAN (FRACTAD

F3

Hinh trong mat phdng dugc goi la hinh tur déng dang néu méi mau nhé cla né déu
chira mét bd phan déng dang véi hinh dé, tire 1a khi phéng to bd phan nay theo mét fi
s6 thich hop, ta cé thé dat chéng khit 1én hinh d3 cho.

Vidu : doan th&ng, hinh tam giac déu, hinh vuéng la nhiing hinh tr déng dang.

Nhiéu hinh tu déng dang dudc xay dung bang phuong phap 13p (xay dung theo
tiing budc). Vi du :

» Tap Cing-to (Cantor) : Cho mét doan thdng. & buéc mét, chia doan thng dé
thanh ba doan con béng nhau réi xoa khoang & gilta (khéng ké hai mut). G moéi

buéc ti€p theo, chia méi doan chua xoa thanh ba doan con bing nhau réi xoa
khoang & giita (khéng ké hai mut). C&t lam th€ mai thi hinh cén lai la tap C#ng-to.
e s —— HAH
Xoa thé mai thi phan con lai la "tap Cang-to”.
* Pusng Von Koc (Von Koch) : Cho mét doan théng. (3 budc mot, chia doan
thdng do6 thanh ba doan con bang nhau, dung tam giac déu trén doan con & gira
réi xoa canh day clia tam giac d6 thi dugc mot dusng gdp khic. O méi budc tiép
theo, chia mdi doan clia dudng gdp khic thanh ba doan con bang nhau, dung
tam giac déu trén doan con & gilra réi xoa canh day cla tam giac d6. Cir lam thé
mai thi dugc "dudng Vén Kéc".

— N A L&*m-”

Durng thé mai thi duoc "dudng Vién Koc”.

« Tham Xéc-pin-xki (Sierpinski) : Cho mét hinh vuéng. O bude mot, chia hinh vuéng
d6 thanh 9 hinh vuéng con bing nhau (bang cac doan thdng song song véi cac canh
hinh vuéng) réi xoa hinh vudng con & chinh gitta (khéng xoa cac canh) thi dudc hinh
gém 8 hinh vuéng con. & budc hai, lai chia méi hinh vuédng con chua xoa nay thanh
9 hinh vuéng con bang nhau, réi xoa hinh vuéng con & chinh gilra. C(t lam thé mai thi
hinh cén lai 1a "tham Xéc-pin-xki".

A

Xoa thé mai thi phan con lai la "tham Xéc-pin-xki"
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Nhiéu hinh tu déng dang phifc tap nhu thé la nhimg déi tugng nghién clu cla
Hinh hoc frac-tan, mdt mén hinh hoc dudc khéi dau nghién cliu tif cudi thé ki XX
béi nha toan hoc Man-den-bré (Benoit Mandelbrot) nham mé ta hinh hoc nhiéu
cau tric gap gay, go ghé, 16i 16m, ki di, hén don, ... clia nhiéu hién tuong vat i, tu
nhién. Hinh hoc frac-tan con nghién citu ca nhimg hinh khéng tv déng dang nhu
"béng tuyét Vén Kéc".

* Bong tuyét Von Koc dude xay dung bang phuong phap l14p nhu sau : Cho tam
giac déu. & bubc mét, chia méi canh clia tam giac thanh ba doan bang nhau,
dung tam giac déu trén doan & gilra (& bén ngoai tam giac da cho) rdéi xoa canh
day clia tam giac déu nay thi dugc mét duéng gap khac kin. O méi budc tiép
theo, chia moi doan cla dudng gdp khuc kin thanh ba doan con bang nhau,
dung tam giac déu trén doan con & giira (& bén ngoai dudng gédp khic kin dé)
réi xoa canh day. C(r lam thé mai thi dudc "béng tuyét Vén Kéc".

L3

Dung thé mai thi dudc "bong tuyét Von Kéc"
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PUGNG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG

CHUGNG Il

Diém, dudng thdng va mit phdng 1a nhimg khai niém quen thudc trong
ddi séng hang ngay cla chung ta. Chang ciing la nhimg déi tugng cd ban
ctia hinh hoc khéng gian. Tir ching, ta c6 thé tao nén nhiing vat thé khac
nhau nhu' : hinh choép, hinh lang tru, hinh nén, ...

Hoc xong chudng nay, hoc sinh can nam viing : cach xac dinh mat phing ;
m&i quan hé gilra cac dudng thdng, giita cac mat phang, gilfa cac dudng
thdng va mat phéng, d#c biét 1a quan hé song song giifa chlng ; cach xac
dinh thiét dién cia mét hinh khi ¢t bdi mot mat phéng ; cach vé hinh biéu
dién va cac tinh chat clia hai hinh quan trong la hinh chép, hinh lAng tru.
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DAI CUONG VE ?
PUONG THANG VA MAT PHANG

1. M3 dau vé hinh hoc khdng gian

40

Trong chuong trinh hinh hoe 16p 10 va chuong I ciia 16p 11, ta chi ndi dén
nhitng hinh trong mat phang nhu : tam gidc, dwdng trén, vecto, ... Chiing
duoc goi 1a nhitng hinh phdng. Nhung xung quanh chiing ta con cé cdc
hinh khéng nam trong mat phang nhu : cay bit chi (h.28), quyén sich

(h.29), qua béng (h.30), ngéi nha (h.31), ...

>

Hinh 28 Hinlt 29 Hinh 30 Hinh 31

Mén hoc nghién citu cdc tinh chat ciia nhitng hinh cé thé khong cing ndm
trong mot mdt phdang goi la Hinh hoc khéng gian.

Mat phang
Trang gidy, mat bang den, mat tudng 16p hoc, mat ho lang gid, mat ban, tim
grrong phang, ... cho ta hinh Anh mét phin mat phang trong khéng gian.

Ngudi ta thudng bi€u dién mét mat phang
bang mét hinh binh hanh (h.32) va diing mot
chit cdi dat trong diu ngoac ( ) dé dat tén cho

mat phang iy. Vi du : mat phang (P), mat
phang (Q), mat phang (@), mat phang () ...
v viét tat 13 mp(P), mp(Q), mp( @), mp( ) ... hoic (P), (Q). (a), () ...

Hinh 32

Piém thuéc mat phang
Ta bi€t rang khi cho diém A va dudng thang a thi hoac diém A thudc dudng
thang @, hoac diém A khong thuéc dudng thang a.

Tuong tu nhu vay, véi mot diém A va mot mat phang (P), ciing cé hai kha
nang xay ra:
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— Hoac di€ém A thuéc mp(P), khi dé ta ki hiéu A € mp(P) hay A € (P).

— Hoace diém A khong thuéc mp(P), ta con néi diém A & ngoai mp(P) va ki
hiéu A € mp(P) hay A ¢ (P).

Hay quan sdt hinh 33. Xem mdt ban la mot £ 4
phdn ciia mdat phang (P). Trong cdc diém D G

AB,C, D E F, G H,IK,L, diém niao c
thuéc mdt phang (P) va diém nao khong 5 A B

thuéc mdt phang (P) ?

Khi diém A thuéc mat phang (P), ta con
néi : "diém A nam trén mdr phang (P)"
hay "diém A ndm trong mdt phdng (P)", H 1
hodc con néi "mdt phdang (P) di qua diém Hinh 33

A" hay "mdt phang (P) chita diém A",

Hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian
Hinh lap phuong 14 hinh nam trong khéng gian, né ¢6 sdu mat 1a hinh
vuéng. Hinh ti dién ciing 14 hinh nam trong khéng gian, né ¢6 bén mat 14

tam gidc. D€ dé hinh dung, ngudi ta fim cdch vé ching thanh nhitng hinh
phang, goi 12 hinh biéu dién cla cdc hinh khong gian dé.

4
rd

i

Huai hinh biéu dién ciia hink ldp phiwong Hai hinh biéu dién ciia hinh tie dién
Hinh 34 Hinh 35

Hinh lap phuong, hinh tit dién khéng phai 13 nhitng hinh phang nhung céc
hinh biéu dién cta ching dwoe vé trén mat phang. Tuy thé, cdc hinh bifu
dién ciling tao cho chiing ta cam gidc nhu dang nhin thiy hinh lap phuong,
hinh tir dién.

Dé vé hinh bi€u dién ctia mot hinh trong khéng gian, ngudi ta dia ra nhitng
quy tac thuong duge dp dung nhu :

— Puong thang dicoe biéu dién boi duong thang. Poan thang diroc biéu
dién boi doan théng.

41
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A

— Hai diong thang song song (hodc cdt nhau) dicoe biéu dién bdi hai
diceng thang song song (hodc cdt nhau).

— Piém A thuoc dwong thang a dwoc biéu dién boi moét diém A’ thuéc
duong thang a’, trong dé a’ biéu dién cho dwong thdang a.

— Diing nét vé lién (—) dé biéu dién cho nhimg dwong tréng thay va ding
nét dirt doan (- - -) dé biéu dién cho nhitng duwong bi khudt.

Céc quy tac khic, chiing ta s& duoc hoc sau.

1

V& hinh biéu dién clia mp(P) va mét dudng thdng a xuyén qua né.

2

V& mét s6 hinh biéu dién cla hinh t& dién. C6 thé vé hinh biéu dién cla hinh tir
dién ma khéng cé nét dit doan nao hay khéng ?

2. Cac tinh chit thira nhan cta hinh hoc khdng gian

42

Do thure tién, kinh nghiém va quan sédt, ngudi ta thira nhin mot sé tinh chét
sau day cua hinh hoc khéng gian.

Tinh chat thira nhan 1

Cé mot va chi mét duong thang di qua hai diém phdn biét
cho trudéc.

Nhu véy, hai diém phan biét A, B xdc dinh duy nhat mét dudng thang.
Puong thang dé duoe ki hiéu 14 dudng thang AB hoac ngan gon 1a AB.

Tinh chat thira nhan 2

Cé mot va chi mot mdt phang di qua ba diém khéng thing
hang cho truoc.

Nhur vay, ba diém khéng thang hang A, B, C x4c dinh duy nhat mot mat
phiang. Mat phing dé duoge ki hiéu 14 mat phang (ABC) hay mp(ABC) hay
ngan gon 1 (ABC).

Trong thue t€, kiéng ba chén hodac cdc gid d& ba chan khi dat trén mat dat
khong bi cip kénh vi theo tinh chat thira nhin 2, ba diém khéng thang hang
nio ciing xdc dinh mo6t mat phang.
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Kiéng ba chdn (i dé ba chdn
Hin 36 Hinh 37

Tinh chat thira nhan 3

[ Tén tai bén diém khéng cing ndm trén mét mdt phdng. ]

Néu cé nhiéu diém thuée mot mat phang thi ta néi rang cic diém dé déng
phdng. con néu khéng cé mat phang nio chita cdc di€ém dé thi ta néi riang
ching khéong déng phdng.

Nhu vay, tinh chat thita nhan 3 c¢é thé duge phét bi€u nhu sau : Ton tai bén
diém khong déng phdang.

3
ﬁ Gia slr (P) la mét mat phdng nao d6. Ching minh rang cé it nhat mét diém khong
thudéc mp(P).

Tinh chat thira nhan 4

Néu hai mdt phdang phan biét ¢6 mét diém chung thi chiing
cé6 mét duong thang chung duy nhdt chita tdt cd cdc diém
chung ctia hai mat phdng dé.

Gia sit (P) va (Q) 1a hai mat phang phan biét ¢6 di€ém chung A. Theo tinh
chat thita nhan 4 thi (P) va (Q) cé dudng thang chung duy nhit a di qua
diém A. Pudng thang a dé duoc goi 1a giao tuyén ciia hai mdt phding (P)
va (Q), con ndéi hai mit phang (P) va (Q) edt nhau theo giao tuyén a, ki
hiéua = (P) N (Q).

43
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Quyén vo ghi bai dang o truée mdt cdc em (h.38). Hai bia

vo la hinh anh cua hai mdt phang phan biét. Viy giao tuyén
ctia chung la gi ?

Tinh chit thira nhan 5 " Hinh 38

T wr 2 - a* o - e > . e
Trong moi mdt phdng, cdc két qua dd biét cua hinh hoc
phang déu diing.

A

Ta s& thay rang trong khéng gian ¢6 nhiéu mat pha ng khdc nhau. Tinh chat
thira nhin 5 khang dinh ring trong bét ki mat phang ndo, ta déu cé thé 4p
dung céc két qua cla hinh hoc phang.

Trén day la cac tinh chit duge thira nhian ma khéng chitng minh. Tiép theo
la vi du vé moét dinh 1i duge chitng minh dua vao moét sé tinh chit dé.

DINH LI

Néu mot duong thang di qua hai diém phdn biét ciia mot
mdt phang thi moi diém ciua diéng thang déu nam trong
mdt phang do.

Chirng minh. Gia st A va B 13 hai di€ém phan biét ctia mat phang (P), A 13
dudng thang di qua A va B.

Theo tinh chét thita nhin 5, trong mat phang (P) cé mét dudng thang A' di
qua A va B. Theo tinh chat thira nhan 1 thi A tring véi A", do dé A nam
trong mp(P). O
Néu dudng thang @ nam trong mat phang (P) thi ta con néi a ndam trén (P),
hoac (P) di qua a, hoac (P) chita a va ki hiéu 1a @  (P), hoac (P) D a.

Muén xdc dinh giao tuyén ciia hai mdt phdang phén biét thi ta phdi tim bao

44

nhiéu diém chung cia chiing ?

4

Trong mp(P) cho tr giac 16i ABCD cé cac canh AB va CD khéng song song ; ngoai
mp(P) cho mot diém S. Hay tim giao tuyén cla :

a) Hai mat phing (SAC) va (SBD) ;

b) Hai mat phing (SAB) va (SCD).
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Vidul

Cho hén diém O, A, B, C, khong dong phang. Trén cdc dueng thang OA,
OB, OC ldn liwot ldy cdc diém A’, B', C’ khdc O sao cho cdc duong thing
sau day cat nhau : BC va B'C’, CAva C'A’, ABva A'B’.

a) Hay xdc dinh giao diém ciia méi diong thang A'B', B'C’, C’'A’ véi mp(ABC).
b) Chitng minh rang cdc giao diém trén thang hang.

Gidi (h.39)

a) Gia st duong thang A'B’ cat dudng
thang AB tai di€ém H. Khi d6 di€ém H
thuéc ca hai dudng thang AB” va AB.
Mit khdc, duong thing AB nam trong
mp(ABC) nén H chinh 13 giao diém
ctia dudng thang A'B’ véi mp(ABC).
Goi 7, J lan luot 14 giao di€ém chia céc
dudng thang B'C" va BC, ("A’ va CA
thi 7, J theo thit tv chinh I3 giao di€ém
cia B'C”, C"A" véi mp(ABC).

b) Theo céu a), ta c6 H, I, J lan luot
thudéc cac dudng thz"iug Al BC,
("A" nén ching cung thuoc
mp(A'B’C’). Mat khic H, I, J cing thuéc mp(ABC). Theo tinh chat thira

nhan 4, ba diém H, I, J thudéc giao tuyén A cta hai mat phang phin biét
(A'B’C") va (ABC) nén chiing phai thang hang. O

V=

Hinli 39

CHU Y 1
Qua vi du trén, ta thiy :

e Muén tim giao diém ctia dudng thang d véi mat phang (P), ta
tim mot duong thang nio dé nam trén (P) ma cat d. Khi dé, giao
diém cna hai dudng thang nay 14 giao diém can fim.

» Muén chitng minh cdc di€ém thang hang, ta cé thé ching td
rang ching 12 nhitng diém chung ctia hai mat phang phén biét.
3. Diéu kién xac dinh mat phing

Ta di biét rang : C6 mét va chi mét mat phang di qua ba di€ém khéng thang
hang (tinh chét thira nhan 2) (h.40).
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Diéu nay ¢é nghia 1a

Mét mdt phang diwoe xdc dinh néu biét no di qua ba diém
khéng thang hang.

Mat khdc, néu dudng thang di qua hai di€ém phan biét clia mot mat phang
thi nam trén mat phang ay. Tir d6 va tir diéu kién xdc dinh mat phang noi
trén, ta consuy ra(h41, h.42):

g )
Mot mdt phang dwoc xdc dinh néu biét né di qua mot dudng
thang va mot diem khong thuéc duong thang do.

N 7
fr - . ar = af rl . - 5 N
Mot mdt phang duoc xdac dinh néu biét né di qua hai duong
thang cat nhau.
L. -
i s a gz~
Hinh 40 Hinh 41 Hinh 42

Ki hiéu

» Mat phang di qua dudng thing a v di€m A khong nam trén ¢ duogc ki
hiéu 1a mp(a, A) hoic mp(A, a).

» Mait phang di qua hai dudng thang cat nhau a va b duoc ki hiéu 13 mp(a, b).

4. Hinh chép va hinh tir dién
Hinh chép

Cac kim tu thap Ai Cap la céng trinh kién triic huing vi dd duge xay dung
cich dav gan 4500 nam (h.43). Ching goém nhiéu hinh chép. Sau day
chiing ta s€ noi vé hinh chép va céc tinh chéit cia né.

Hinh 43, Kim tir thap Ai Cdp
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Trude hét ta quy uée : Tir nay, khi néi dén "tam gide”, ta cé thé hiéu la
hinh gém ba canh ciia né hoac la hinh gém ba canh va cdc di€ém nam trong
tam gidc do6. Do6i vai da giac cling nhu thé.

Dinh nghia

Cho da gidc A4/A,...A, va mot diém $ nam ngoai mat phang chita da gidc dé.
N6i § véi cdc dinh 4, 4, ..., 4, dé dugc n tam gide : S4jAy, SAyAs, ...,
SALA).

Hinh gom n tam gidc dé va da gidc AAy..A, goi la hinh
chop va duoc ki hiéu la S.A44,..A,.

Hinl 44
Diém S goi la dinh cta hinh chép. Da gidc Aj4y..A, goi 1a mat ddy cla

hinh chép. Cdc canh ciia mat ddy goi 1a cdc eanh ddy cla hinh chép. Céc
doan thang SA;, S4;, ..., SA, goi la cdc canh bén cla hinh chép. Mbi
tam gide SAA,, SAA;, ..., SA A goi la mét mdt bén cua hinh chép.
Néu day cua hinh chép 1a mot tam gide, tr gidc, ngii giae, ... thi hinh
chép twong ding goi la hinh chép tam
gidc, hinh chop tir giac, hinh chop
ngi giac (h.44), ...

5

a) Cé hinh chép nao ma sd canh (canh bén va
canh day) clia nélasd lékhéng ? Taisao ?

b) Hinh chop ¢6 16 canh thi cdé bao nhiéu
mat ?

6

Cho hinh chép tir giac SABCD. Mét mét
phing (P) cit cac canh SA, SB, SC, SD |an
uot tai A, B', C’, D",

Hinh 435
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Chimg minh rdng cac dudng thdng A'C’, B'D’ va SO déng quy (O la giao diém clia
hai dudng chéo AC' va BD cla day) (h.45).
Vidu 2
Cho hinh chép tir gidc S.ABCD véi hai ditong thiang AB va CD cdt nhau. Goi
A’ la mot diém ndm giita hai diém S va A. Hay tim cdc giao tuyén ciia
mp(A'CD) véi cdc mdt phang (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SDA).
Giai (h.46)
Cdch 1. Ap dung két qua clia hoat déng 6
& trén, ta c6 mat phang (A'CD) cat cac
canh SA, SB, 5C, SD lan lugt tai A’, B',
C, D thi B’ 14 giao diém cia dudng thang
DI véi canh SB (& day I 1a giao diém cia
hai dudmng thang SO vi CA").
Tir d6 dé thay :

(ABCD) A (A'CD)=CD :

(SAB) n (A'CD) = A'B’

(SBC) N (A'CD)=CB’;

(SCD)(A'CD)=CD ;

(SDA) N (A'CD) = DA’". e
Cdch 2. Goi K 13 giao diém ctia hai dudng thang AB va CD thi 16 ring giao
tuyén ctia mp(A’C D) va mp(SAB) la dudng thang A'K. Khi 4y giao diém B’
ctia mp(A’CD) va canh bén SB ctia hinh chép chinh I3 giao di€m clia dudng

thang A’K va SB. Tir d6 ta fim ra cdc giao tuyén cla cdc mat phang chita
cdc mat con lai ctia hinh chép véi mp(A'CD). O

& CHU Y 2
Tit gizc A'B'CD c6 cdc canh nam trén nhitng giao tuyén clia mat
phang (A’CD) véi cdc mat cha hinh chép S.ABCD. Tir gide dé
duoc goi 1a thiét dién (hay mdt cdt) clia hinh chép S.ABCD khi
cat b&i mp(A'CD).

N6i moét cdch don gian : Thiét dién (hay mdt cdf) ctia hinh .#’khi cat boi
mp(P) 1a phan chung ctia mp(P) va hinh ./
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Khi xdy dung mot ngoi nha, ché
tao mot c6 mdy, ..., dé thé hién
hinh dang bén trong cua ching,
nguoi thiét ké dia dung nhiing
mat phang cat d€ mé ta nhitng
thi€t dién cia chiing trén ban vé

(h.47).

Hinh 47. Thiét dién cua than méday »
Hinh ta dién
Cho bén di€m A, B, €, D khéng déng phang. Hinh gédm bén tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi la hinh tir dién (hay ngan gon 14 tir dién) va duoc
ki hiéu 124 ABCD. Cic diém A, B, C, D goi la cic dinh cta ti dién. Cédc
doan thang AB, BC, CD, DA, CA, BD goi |4 cdc canh cla tif dién. Hai canh
khong c6 diém chung goi 14 hai canh déi dién. Cic tam gidc ABC, ACD,
ABD, BCD goi la cdc mdt cua ti dién. Dinh khéng nam trén mot mat goi 1
dinh déi dién véi mdt do.

Mét tir dién ABCD ¢6 thé coi la hinh chép tam gide bdang bao nhiéu cdch ?

Hay néi cu thé méi cdach.
Pic biét, hinh tit dién ¢6 bén mat 14 nhitng tam gidc déu duge goi la hinh
tir dién déu.

Cédc canh cia hinh tir dién déu ¢6 bang nhau hay khéng ?

1.

Cau hdi vé béi tap

Trong cdc ménh dé sau diay, ménh dé nao ding ?

a) C6 duy nhit mot mat phang di qua ba diém cho trudc ;

b) C6 duy nhat mot mat phang di qua ba di€ém khéng thang hang cho trude ;
¢) Ba di€ém khéng thang hang cing thuéc moét mat phang duy nhit.
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10.

11.

50

Em hiy giai thich vi sao cdc do6 vit ¢6 bén chian nhu ban, ghé, ... thudng dé
bi cap kénh.

V&i mot cdi thude thang, 1am thé nio dé phat hién mot mat ban cé phang
hay khong ? N6i 16 can cif vao diu ma ta lam nhu viy.

Cho hai mat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén A. Trén (P) cho
dudng thang @ va trén (Q) cho dudng thang . Ching minh rang néu a va b
cat nhau thi giao diém phai nam trén A.

Cho mat phang (P) va ba diém khéng thang hing A, B, C ciing nam ngoai
(P). Ching minh rang n€u ba dudng thang AB, BC, CA déu cat mp(P) thi
cdc giao diém do6 thang hang.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

a) Cé duy nhit mét mat phang di qua mot diém v mot dudng thang cho trude ;
b) Cé duy nhit mét mat phang di qua moét di€m vh mot dudng thang chira
diém dé :

¢) C6 duy nhit mét mat phang di qua mot di€ém va mot dudng thang khéng
chita diém do.

Hay tim ménh dé diing trong cidc ménh dé sau day :

a) C6 mot mat phang duy nhit di qua hai dudng thang cho truée ;

b) C6 mot mat phang duy nhét di qua hai dudng thang cat nhau cho trude ;
¢) C6 duy nhit mét mat phang di qua hai dudng thang ma hai dudng thang

dé l4n luot nam trén hai mat phang cat nhau,

Cho hai dudng thang a va b cat nhau. M6t dudng thang ¢ cat cd a va h. C6
thé két luan rang ba dudng thang a. b, ¢ ciing nam trong mot mat phang
hay khong ?

Cho ba dudng thang a, b, ¢ khong ciing nam trong mot mat phang sao cho
ching déi mét cat nhau. Ching minh rang ching déng quy.

Cho hai dudng thang @ va b cat nhau tai di€ém O vi dudng thang ¢ cat
mp(a, b) & diém I khiac 0. Goi M la diém di dong trén ¢ va khédc I. Chiing
minh rang giao tuyén clia cdc mat phang (M, @), (M, b) nam trén mét mat
phang 6 dinh.

Cho hinh binh hanh ABCD nam trong mat phang (P) vd mot di€ém S nam
ngoai mp(P). Goi M la diém nam giita § va A ; N 1a diém nam giita S va B ;
giao diém ctia hai dudng thang AC va BD 1a O.
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14.

15.

16.

a) Tim giao di€ém ctia mat phang (CMN) véi duong thang SO.
b) Xdc dinh giao tuyé€n ctia hai mat phang (SAD) va (CMN).

V& mét s& hinh bi€u dién clia mét hinh chép tit gidc trong cdc trudng hop
day 14 tit gidc 16i, ddy 1 hinh binh hanh, ddy la hinh thang.

. Thiét dién ctia mét hinh ti dién cé thé 14 tam gidc, ti gidc hoac ngii gidc

hay khéng ?

Diing bia citng cat va ddn lai dé thanh :

a) Mot tir dién déu ;

b) Mét hinh chép tit gidac cé6 day la hinh vuéng va cdc mat bén la nhimg

tam gidc déu.

Cho hinh chép tit gidc S.ABCD. Ba diém A’, B’, ' lan lugt nam trén ba
canh SA, $B, SC nhung khong tring véi 8, A, B, C. Xac dinh thiét dién cua
hinh chép khi cat bai mp(AB’C”).

Cho hinh chép SABCD. Goi M 13 mé6t di€ém nam trong tam gide SCD.

a) Tim giao tuyén clia hai mat phang (SBM) va (SAC).

b) Tim giao diém ctia dudng thang BM va mp(SAC).

¢) Xdc dinh thi€t dién ctia hinh chép khi cat bdi mp(ABM).

HAI PUONG TH;’KNG SONG SONG

1. Vi tri tuong d&i giita hai dudng thing phan biét

Hay quan sdt hinh 48. Ta coi cdc mép han a, ¢

a * - - - # % 2
va canh b cua chan ban la cic diwong thang a,
h, &,

a) Pwong thang a va duong thang b cé ciing
ndm trén mot mdt phdng hay khong ?

b) Cé mdt phdng nao chita hai dwong thing a va
¢ hode chita hai duéng thang b va ¢ hay khéng ? Hinh 48
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Nhu vay, khi cho hai dudng thang phan biét a

vi b trong khong gian thi c¢6 thé xdy ra hai l
truong hop : /1, \/

a) Khéng ¢6 mat phang nao chita cd a va b.

Khi d6 ta néi rang hai dudng thang a va b chéo
Hinh 49
nhau (h49).

b) C6 mat phang chita ca @ va h. Khi dé ta néi rang ching déng phang.
Trong trudng hop nay, theo két qua chia hinh hoc phang, ¢é hai kha nang
Xay ra:

i) a va b khong c6 di€ém chung. Khi dé ta néi rang ching song song véi
nhau (hoac chiing song song) va ki hiéu a [/ b (L.50).

Wi A

Hinl 50 Hinh 31

ii) @ vd b ¢6 mot diém chung duy nhat. Khi dé ta néi rang ching cat
nhau. Néu diém chung ctia chiing 14 I, ta néi rang ching cdr nhau tai I
hodc I 1a giao diém cia ching va vi€t a m b = {I} hodac a m b= I(h.51).

DINH NGHIA

Hai duong thang goi la déng phdang néu chiing cing nam trong
mét mdt phéng.
Hai dirong thang goi la chéo nhau néu chiing khéng déng phang.

Hai dicong thdng goi la song song néu chiing déng phdang va
khéng cé diém chung.

1
ﬂ Cho tir dién ABCD. Hay xét vi tri tuong déi gilta hai dudng thdng AB va CD.

2
R Cho hai duging thing « va b chéo nhau. Cé hay khéng hai dudng thing p, ¢ song
song vdi nhau, méi dudng déu catcaavah?
2. Hai duéng thing song song

Dua vao tién dé O-clit vé dudng thang song song trong mat phang, ta cé
thé chitng minh duge cdc tinh chét sau day
52
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Tinh chat 1

Trong khéng gian, qua moét diém ndm ngodai mét dweng thang,
c6 mot va chi mot duwong thang song song voi duong thang do.

Tinh chat 2

Hai duong rhr‘fng phan biét ciing song song voi mét duwong
thang thir ba thi song song véi nhau.

Gia sir (P), (Q), (R) 14 ba mat phang déi moét cat nhau theo ba giao tuyén phén
biéta, b, c,trong d6: a=(P)n(R),b=(Q) N (R), c=(P) (Q) (h.52).

L /,.c:ﬂ:—'@'--..

I
I
e : b ir: b

e i
V b/..:———-""—é

a) b
Hinh 52

Cé nhitng vi tri tiwwong déi nao giita hai giao tuyén a va b ?

3
R Duing két qua bai tap 4 clia §1, hay chiing t6 rang ba giao tuyén a, b, ¢ hoic déng
quy ho#ic déi mét song song.

Tir d6 ta c6 dinh 1i sau day :

DINH Li (vé giao tuyén ctia ba mat phang)

a ¥ = = a & - =
Néu ba mat phang doi mot cat nhau theo ba giao tuyén phdn
biét thi ba giao tuyén dy hode dong quy hodc doéi mét song song.

HE QUA

Néu hai mdt phang cdt nhau ldn licot di qua hai dicong thdang
song song thi giao tuyén cia chiing song song véi hai duong
thang do (hedc triing voi mot trong hai dwong thang dé).

4
R Hay sir dung dinh Ii vé giao tuyén clia ba mat phing dé chimg minh hé qua trén.
53
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3. Mot s6 vi du

54

Vi du 1. Cho nir dién ABCD. Goi M, N,
P, O, R, S ldn licot la trung diém ciia cdc
doan thang AB, CD, BC, DA, AC, BD.
Chitng minh ba doan thang MN, PQ va
RS déng quy tai trung diém G cia méi
doan. Biém G dé goi la trong tam cua tir
dién ABCD da cho (h.53).

Gidi

Vi MP la dudng trung binh clia tam gidc
ABC', NQ la duong trung binh ctua tam
gidc ADC nén MP || AC, NQ |/ AC,

MP = %Af; NQ = -%;A('. Vay MP /| NQ vi MP = NQ, do dé ti gidc

Hinh 53

MPNQ la hinh binh hanh. Tir dé, ta suy ra cdc doan thang MN va PQ cat
nhau tai trung di€ém cta méi doan.

Chitng minh twong tir, cdc doan thang MN va RS ciing cat nhau fai trung
di€m ctia méi doan. Vay, ba doan thang MN, PQ, RS déng quy tai trung
di€ém G ctia méi doan thang dé. O

Vidu 2. Cho hinh chép SABCD c¢é day la hinh binh hanh.

a) Tim giao tuyén cua hai mdt ,r:rht‘ffng (SAB) va (SCD).

bh) Xdc dinh thiét dién ciia hinh chép S.ABCD khi cdt bdi mdt phang (MBC),
trong dé M la mot diém nam giita hai diém S va A.

Giai (h.54)

a) mp(SAB) va mp(SCD) c¢é6 diém
chung § va lin luot di qua hai dudng

thang song song AB vd CD nén ching
cat nhau theo giao tuyén A di qua S va
song song véi AB va CD.

b) mp(MBC) va mp(SAD) lan lugt di
qua hai dudng thang song song BC va
AD va c¢6 difm chung M nén giao
tuyén cta ching 13 dudng thang MN Hinh 54
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17.

18.

19.

20,

M
|

song song véi AD (N € SD). Vay thi€t dién ctia hinh chép S.ABCD khi cat
boi mp(MBC') 1a hinh thang MNCB. O

Céu hoi va bai tap

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

a) Hai dudng thang chéo nhau thi khéng ¢6 di€ém chung ;

b) Hai dudng thang khéng cé di€m chung thi chéo nhau ;

¢) Hai dudng thang khéng song song thi chéo nhau ;

d) Hai dudng thang phan biét khéng cat nhau va khéng song song thi chéo nhau.
Cho tir dién ABCD. Goi M, N la hai diém phan biét cing thudéec dudng
thang AB ; P, Q 1a hai di€ém phan biét cung thudée dudng thang CD. Xét vi
tri twong d&i clia hai duong thang MQ, NP va vi tri twong d&i cia hai
dudng thang MP, NQ.

Cho tir dién ABCD. Bén di€ém P, Q, R, § lan lugt nam trén bén canh AB,
BC, CD, DA va khéng triing véi cdc dinh cla tif dién. Ching minh rang

a) Bén di€ém P, Q, R, § déng phang khi va chi khi ba dudng thang PQ, RS,
AC hoac d6i moét song song hoac déng quy ;

b) Bén di€ém P, Q. R. § déng phang khi va chi khi ba dudng thang PS, RQ,
BD hoac déi mét song song hoac déng quy.

Cho tir dién ABCD va ba diém P, O, R ldn luot nam trén ba canh AB, €D,
BC'. Hiy xdc dinh giao di€ém 8 cia mp(PQOR) véi canh AD néu :

a) PR | AC ; b) PR cat AC.

Cho tit dién ABCD. Céc diém P, Q lan luot 14 trung diém ctia AB va CD ;
diém R nam trén canh BC sao cho BR = 2RC. Goi § 14 giao diém cua
mp(POR) va canh AD. Chimg minh rang AS = 25D,

Goi (7 1a trong tam cua tf dién ABCD.

a) Chirng minh rang dudng thang di qua G va mét dinh ca tir dién sé di
qua trong tAm cta mat déi dién véi dinh ay.

b) Goi A" 1a trong tam cla mat BCD. Chitng minh rang GA = 3GA".
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DUGNGTHﬁyGSONGSONG
VvOI1 MAT PHANG

§

1. Vi tri tuong d&i giita dudng thang va mit phing

Cho mét dudng thang a vai mot mat phang (P). Ta thiy ¢é ba trudng hop
sau diy xayra:

a) Puong thang a va mp(P) ¢é hai diém chung phan biét. Khi dé, theo dinh
lig §1, duong thang « nam trén mp(P), tite 13 & © mp(P) (h.55a).

b) Puong thang a va mp(P) c¢é mét diém chung duy nhit A. Khi dé ta néi a
va (P) cat nhau tai A va vi€t N (P) = {A} hoac a N (P) = A (h.55b).

c¢) Dudng thang ¢ vi mp(P) khéng c¢é di€m chung nio ca. Khi dé ta néi
rang dudng thdng a song song véi mdt phdang (P), hoic mdt phdng (P) song
song véi duomg thdng a, hoac a va (P) song song véi nhau, va viét
a [/ (P) hoac (P) [/ a (h.55¢).

\e a
A VAR
¢)

a) b)
Hinl 53

Vay ta ¢6 dinh nghia sau day

DINH NGHIA

Mot dudmg thang va moét mdt phdng goi la song song vdi nhau
néu ching khéng cé diém chung.

2. Diéu kién dé mét dudng thdng song song vdi mot mat phing

Nhdn xét

Cho dudng thang b nam trong mp(P) va moét dudng thang a song song véi b.
Liy moét di€ém I tuy v trén «. Khi dé, néu I thude (P) thi @ nam trong (P) ;
néu I khéng thuée (P) thi @ song song véi (P) (h.56).

56
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a) b)
Hinh 56
Viy ta c6 dinh li sau day

-

PINH Li 1

Néu duong thang a khéng nam trén mdt phang (P) va song
song véi mét duong thdng nao dé nam trén (P) thi a song
song voi (P).

3. Tinh chat

Cho dudng thang a song song véi mat phang (P). Khi dé, dudng thang a ¢é
song song véi dudng thang nho nam trén (P) hay khéng ? Dinh Ii sau day
gilp ta thay rd diéu do.

I

DINH LI 2

Néu dwomg thang a song song véi mdt phang (P) thi moi mdt
phf‘fﬂg (Q) chita @ ma cdt (P) thi cdt theo giao tuyén song
song voi d.

;i1(B§GMmgthﬁnhﬁﬂ -
Hay v& qua @ mét mat phing (Q) citmat N\~ !
phing (P) theo giao tuyén b réi ding b k!
phudng phap phan ching dé ching minh \

b song song vdi a (h.57). T

HE QUA 1

Néu mot duwong thang song song véi mét mdt phdng thi né
song song voi mét dwong thang nao dé trong mdt phing.
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R 2 (D& chimg minh hé qua 2) e

58

HE QUA 2

Néu hai mdt ph{fﬂg cdt nhau ciing song song voi mot dicong
thang thi giao tuvén cua chiing ciing song song voi diong
thang do.

Cho hai m4t phing (P), (Q) cling song song vdi mot M
dudng thdng a va (P) ~ (Q) = b. Lay mét diém M nim

trén h. Hay chiing minh réng cac giao tuyén clia mp(M, a) b
véi hai mat phéng (P) va (Q) déu tring véi b va tir d6
suy ra két luan clia hé qua (h.58). =

5 Hinlh 58
DINH LI 3

b S

-

Néw a va b la hai dwéng thing chéo nhau thi ¢é duy nhdt
" e 4 . . s
mot mdt phang chita a va song song voi b.

Chirng minh

Liy mot diém M nam trén a. Ké qua M mot

dudng thang b” song song véi b (h.59). Khi

dé, theo dinh li 1, hai duong thfmg ava b’ ﬁ
xac dinh mp(P) song song vai b,

Néu cé mat phang (Q) khéc (P) ciing di qua
a va song song véi b thi theo hé qua 2, a la

giao tuyén cla (P) va (Q) nén a /| b, trii Hinh 59

vai gia thiét. Viy mp(P) la duy nhat. O

Vidu

Cho tit dién ABCD. Goi M la mét diém nam trén canh AB (M khdc A va B).
Gid sit (P) la mdt phang qua M song song véi cdc duéng thang AC va BD.
Hay xdc dinh thiét dién ciia hinh tit dién ABCD khi cdt boi mdt phdang (P).
Thiét diénla hinh gi ?

Giai (h.60)

Tir M ké dudng thang song song véi AC cat BC tai N va ké dudng thang
song song véi BD cat AD tai F. Khi 4y, (P) chinh 13 mp(MNF). Goi E 1a
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26.

giao diém cla (P) véi CD thi thi€t dién 1 tr
gidc MNEF. Vi didng thang MN song song véi
mp(ACD) nén mp(P) qua MN cat mp(ACD)
theo giao tuyén EF song song véi MN. Tuong
tr, NE song song véi MF. Viy thiét dién can
tim la hinh binh hanh MNEF . O

Hinh 60

Céu hoi va bdi tap

Cho hai dudng thang a va b ciing song song véi mp(P). Ménh dé nio ding
trong cdc ménh dé sau ?

a) a va b song song véi nhau ; b) a va b chéo nhau :
¢) a va b c6 thé cat nhau ; d) @ va b tring nhau.
e) Cdc ménh dé a), b), ¢), d) déu sai.

Cho mp(P) va hai dudng thing song song @, b. Ménh dé nio diing trong
cdc ménh dé sau day ?

a) N€u (P) song song vd&i a thi (P) cling song song vdi b ;

b) Néu (P) song song v&i a thi (P) song song vdi b hoac chira b ;
¢) Néu (P) song song vai a thi (P) chira b ;

d) Néu (P) cat a thi (P) ciing cat b ;

e) Néu (P) cat a thi (P) ¢ thé song song vdi b ;

f) Néu (P) chita a thi (P) c6 thé song song véi b.

. Cho hinh tit dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém cla cdc canh AB

va AC.

a) Xét vi tri twong déi clia dudng thang MN va mp(BCD).

b) Goi d Ia giao tuy€n clia hai mat phang (DMN) va (DBC). Xét vi tri
tirong déi clia d va mp(ABC).

Khi cat tir dién bang mét mat phang thi thi€t dién nhin dwoc c¢é thé 14
nhirng hinh nao sau day ?

a) Hinh thang ; b) Hinh binh hanh ; ¢) Hinh thoi.

59
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27. Cho hinh chép S.ABCD cé ddy 1a tir gidc 16i, O 1a giao di€ém cilia hai dudng
chéo AC vi BD. Xdc dinh thiét dién clia hinh chép khi cat bdi mat phang di
qua O, song song v&i AB va SC. Thi€t dién dé 1a hinh gi ?

28. Cho hinh chép S.ABCD c¢é diy la hinh binh hanh. Xéac dinh thiét dién cua
hinh chép khi cat bdi mat phang di qua trung di€ém M clia canh AB, song
song vé1 BD va SA.

§

HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Vi tri tuong d&i cGa hai mit phing phan biét
Trong khéong gian cho hai mat phang phéan biét (P) va (Q).
Mdt phdng (P) va mdt phing (Q) ¢é thé ¢é ba diém chung khéng thdang
hang hay khéng ?
Néu hai mdt phdang (P) va (Q) ¢é mét diém chung thi chiing ¢é bao nhiéu
diém chung ? Cdc diém chung dé ¢é tinh chdt nhi thé nao ?

Nhur vay khi cho hai mat phang phin biét (P) va (Q), c6 thé xay ra mot
trong hai truong hop sau day :

a) (P) va (Q) c6 di€ém chung. Khi dé ta bi€t rang (P) va (Q) cat nhau theo
mot dudng thang (h.61a).

b) (P) va (Q) khéng cé diém chung. Trong trudong hop nay, ta néi ching song
songvor nhau (hoac song song) (h.61b) va ki hiéu (P) // (Q), hay (Q) [/ (P).

<
v

A 7
& 7

b)
Hinl 61

60
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DINH NGHIA

|| Hai mdt phang goi la song song néu chiing khong ¢é diém chung.

Trong thuc t€, chiing ta thudng gap hinh anh ctia nhitng mat phang song
song : cdc bic cau thang (h.62a), hai mat déi dién cua hép diém (h.62b), ...

)
Hinh 62

i)

2. Diéu kién dé hai mit phang song song
Trong khéng gian cho hai mat phang phén biét (P) va (Q).

Khang dinh sau day cé diing khéng ? Vi sao ?
Néu hai mdt phang (P) va (Q) song song véi nhau thi moi dwéng thing
nam trén (P) déu song song voi (Q).

Khang dinh sau day cé ding khong ? Tai sao ?
Néiar moi duong thang ndm trong mdt phang (P) déu song song voi mdit
phang (Q) thi (P) song seng voi (Q).

Biy gio, néu chi biét trong mp(P) c6 hai dudng thang cat nhau v ciing song
song v&i mp(Q) thi (£) c¢6 song song vdi (Q) hay khéng ? Dinh 11 sau day tra
1o cau hoi dé.

v

DINHLI 1

Néu mdt phang (P) chita hai duwong thing a, b cdt nhau va
ciing song song véi mdt phang (Q) thi (P) song song véi (Q).

ﬁ 1 (D& chimg minh dinh Ii 1)

a) Hay chimg to rang hai
m&t phéng (P) va (Q) khéng
tring nhau.
b) Gia sir (P) va (Q) cat
nhau theo giao tuyén c.
Hay chimg t6 rang a // ¢,
b Il ¢ va do d6 suy ra diéu
vo li (h.63).

Hinh 63
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3. Tinh chat

62

Ta biét rang : Qua mot diém nam ngoai mét dudng thang, c6 mét va chi
moét dudng thang song song véi dudng thang dé. Biy gid néu ta thay cum
tir "dudng thang" trong ménh dé trén bdi cum tir "mat phang", ta ciing ¢6
cac tinh chat twong tu nhu sau :

Tinh chat 1

Qua mét diém ndm ngodai mét mdt phdang, c¢é mét va chi mét
mdt phang song song voi mdt phang do.

Chirng minh
Gia sir A 12 mét di€ém nam ngoii mp(Q). Trén M

(Q). ldy hai dudng thang «’ va b’ cat nhau. Goi a

va b 14 hai dudng thang qua A vi lin lugt song :
song v4i a’ va b’ . Theo dinh 1i 1, hai duong M
thang @ vi b xdc dinh mp(P) song song vdi

mp(Q) (h.64). Hinh 64

Gia sir (P") ciing 12 mét mat phiang qua A va song song véi (Q). Khi dé,

(P’) song song v&i a’ va b’, do d6 (P’) phai chita @ va h. Vay (P) va (P)
tring nhau. O

Tir tinh chAt trén, ta suy ra hai hé qua sau (h.65)

HE QUA 1

Néu duong thang a song song voi mdt phang (Q) thi cé duy
nhdt mét mét phang (P) chita a va song song véi (Q).

HE QUA 2

£ i 2 a - . e w = -
Hai mdat phang phdn biér ciing song song véi mdt phang thit
ba thi song song voi nhau.

£
£/
@ Hinh 65 =

N AR
AN
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Cho mp(R) cdt hai mdt phang song song (P) va

(Q) ldan lwot theo hai giao tuyén a va b. Hoi a va
b ¢é diém chung hay khong ? Tai sao ? (h.66)

Tra 161 cdu hoi trén, ta duge tinh chit sau day

Tinh chat 2 Hinlh 66

Néu hai mdt phing (P) va (Q) song song thi moi mdt phdng
(R) dd cdt (P) thi phdi cdt (Q) va cdc giao tuyén cua chiing
SONng song.

4. Dinh li Ta-1ét (Thalés) trong khong gian

G cap THCS, cdc em di hoc dinh 1i Ta-1ét trong
mat phang néi vé nhitng dudng thang song song.
Biv gi¢ ching ta s&€ hoc mét dinh 1i ndéi vé
nhiing mat phang song song cling mang tén nha
todn hoc Hy Lap : Ta-1ét. Dinh 1i 4y duoc phat
biéu nhir sau

Ba mdt phang doi mot song song chdn ra trén hai cdt tuyén
bdt ki cac doan thang twong iing ti lé.

; af \a
Dinh li trén c6 nghia 14 : N€u ba mat phang
doéi mot song song (P), (Q), (R) cat hai y
dudng thang a va @’ 14n lwot tai A, B, C va /’{A” \ /
A’ B’, " thi )
AB _ BC _ CA / \ \
AB  BC'  CA %’3‘\}.‘\%
2 . . . . ! 1§
bé ching minh dinh 1i, goi By la giao
diém cua AC" vh mp(Q) réi 4p dung dinh / \\

Ii Ta-1ét trong mat phang (ACC’) va trong M
mat phang (("AA"). i c

Hinl 67
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Ta thira nhan dinh 1i sau day, thudng goi la dinh 1i Ta-1ét dao.

PINH LI 3 (Dinh 1i Ta-1ét dao)

/ Gid sit trén hai dwéng thang chéo nhau a va a’ ldan Lot | a}
cdc diem A, B, Cva A’, B', C’ sao cho
AB _ BC _ CA
AB" BC CA
Khi dé, ba dwémg thang AA’, BB', CC" ldn litot ndm trén ba
mdt phr?ng song song, titc la chiing ciing song song voi mot

Quqﬁf phdng. _/

Vidu

Cho tif dién ABCD. Céc diém M, N theo thii tu chay trén cdc canh AD vi

B( sao cho A% = E Chitng minh rang MN luén song song véi mot mat
MD NC

phing ¢6 dinh.
Gidi (h.68)
Vi M, N lan lugt nam trén cdc doan A

4 MA NB
thang AD va BC sao cho —— = — nén
MD NC

suy ra
MA _MD AD
NB NC BC
Viy theo dinh li Ta-1ét dao, cdc dudng
thing MN, AB, CD ciing song song vdi N
mét mat phang (P) nao dé. Ta c6 thé 1ay
mp(P) di qua mét di€ém c6 dinh, song song C
vGi AB va CD ; 16 rang (P) c6 dinh. O Hinh 68

5. Hinh lang tru va hinh hop

64

Trong cudc séng hang ngay, ta thudng gap nhiéu dé ding, vat thé cé hinh
dang hinh lang tru hay hinh hop nhu : hép diém, hép phéin, cay thude,
quyén sach, ...

Pinh nghia hinh lang tru
Cho hai mat phang (P) va (P") song song. Trén (P) cho da gidc Ay A,

Qua cdc dinh A}, Ay, ..., A,, ta v& cdc dudng thang song song v&i nhau
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va 14n lugt cat mp(P’) tai A", A%, ...
A’, (h.69). Dé dang thdy rang cdc ti
gifc AAALAY, AyAARAY,

A,AjA 1A, 1a nhitng hinh binh hanh
va hai da gide Ajd...4,,
Kt A

n

cd cdc canh twong iing

song song va bang nhau.

Hinh 69

Hinh hop boi cdac hinh binh hanh AjA, A'» A", AyA3AZAS, ..,
A, ANAY va hai da gide Aj&y.. A, A1AS. A", goi la hinh
lang tru hodc ldng tru, va ki hiéula AjA,. A, AAS. A,

Méi hinh binh hinh néi trén goi 14 mét mdt bén cua hinh lang tru. Hai da
gide AjA,..A,, AA. A", goila hai mdi ddy cua hinh lang tru. Cic canh
clia hai da gide dé goi 12 cdc canh ddy ; cic doan thang A/AT, AyA%, ...,
A,A’, goila cdc canh bén ctia hinh lang tru. Cdc dinh ctia hai mat ddy goi
14 cdc dinh cia hinh lang tru.

Né&u diy cua hinh lang tru 1a tam gidc, tif gidc, ngii gidc thi lang tru tuong
timg duoge goi la lang tru tam giac, lang tru tr giac, ldng fru nga gide
(h.70).

a) Lang tru tam gide b) Lédng tru tir gidgc o) Ldng tri ngii gidgc
Hinh 70
Sau day, ta sé gidi thiéu mét dang dac biét cta hinh lang tru, dé 1a hinh hép.
|| Hinhldng tru co day la hinh binh hanh dwoe goi la hinh hop.

65
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Nhur vay, hinh hép cé sdu mat (bén mat bén va hai mat ddy) déu 13 nhitng
hinh binh hanh (h.71). Méi mat ¢6 mét mat song song v&i né. Hai mat nhu
thé goi la hai mdt doi dién .

Co thé xem hai mat doéi dién nao dé cia hinh hép la hai mdt day ciia né

A

hay khong ?

Hinh hop ¢é tdm dinh, hai dinh cta hinh hop goi 1a hai dinh déi dién néu
ching khong cling nam trén mot mat nio. Poan thang néi hai dinh déi dién
goi la duwong chéo cua hinh hop.

Hinh 71 «cho ta thidy hinh hép
ABCD.AB'C'D’ ¢ cédc ciap dinh déi dién 13

AvaC ,BvaD’, CvaA', DvaB’ vaco : =D
cdc duong chéo la AC", BD', CA’, DB'. ~~
7 A

Hinh hép ¢6 mudi hai canh chia lam ba
nhém, méi nhém gém cé bén canh song
song va bang nhau. Hai canh goi 14 hai
canh déi dien néu ching song song
nhung khéng cling nam trén bat ki mot
mat nao cua hinh hép.

Hinh 71

2
Ching t6 r&ng bén dudng chéo clia hinh hép cat nhau tai trung diém cla mbi
dudng. Piém cat nhau dé goi la tdm ctia hinh hép.

6. Hinh chop cut

66

Dinh nghia

Cho hinh chép S.4;4,...4, vi mét mat phang
(P) khéng qua dinh, song song véi mat phang
ddy, cat cdc canh S4;, S4y, .., SA, l4n lugt
tai A, A’, .., A’,. Hinh hgp bai thi€t dién
AJA. A, va didy AjAy.. A, cua hinh chép
cung véi cac fif gide A"\ A'hAyA;, AHA3A434,,

o ALATAIA, gol la mot hinh chop cut, ki
hiéu la A"A%.. A" A4 .. A, (WT2),

Déy cua hinh chép goi la day Ién cua hinh

chop cut, con thiét dién A"|A%.. A", goi la
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30.

dday nho cua hinh chép cut. Cac tit gide AJAHAA;, AHA3A34,,
A" A1AlA, goi A cdc mdt bén cta hinh chép cut. Cic doan thang AjAT,

AyA'5, ..., A,A", goilacdc canh bén clia hinh chép cut.

Tuy theo day la tam gidc, it gidc, ngii gidc, ..., ta ¢6 hinh chop cut tam
gidc, hinh chop cut tit gidac, hinh chop cut ngu gidac, ...
Tinh chat

Vi hinh chép cut duge cat ra tir mot hinh chép nén ta dé dang suy ra tinh
chat sau day

“\

a) Hai day la hai da gidc ¢6 canh twong ing song song va i
s6 cdc canh tuong itng bang nhau.
h) Cde mdt bén la nhitng hinh thang.

Hinh chop cut ¢6 :

\LE‘ ) Cde dweng thang chita ede canh bén dong quy tai moét diém -

Céau hoi va bdii tap

. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio diing ?

a) Hai mat phang phin biét ciing song song véi mot dudng thang thi song
song vdi nhau ;

b) Hai mat phang phan biét cliing song song véi mdt mat phang thi song
song vd&i nhau ;

¢) Néu hai mat phiang song song thi moi dudng thang nim trén mat phang
nay déu song song véi mat phang kia ;

d) Néu hai mat phang song song thi méi dudng thang nam trén mat phang
nay déu song song v&i moi dudng thang nam trén mat phéang kia ;

e) Néu hai mat phang phan biét 1an luot di qua hai dudng thang song song
thi song song véi nhau ;

f) I'\Té'u mot dudng thang cat mot trong hai mat phang song song thi cit mat
phang con lai.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

a) Hinh hép 14 mét hinh lang tru ;

b) Hinh lang tru cé tit ca cdc canh song song ;

¢) Hinh lang tru cé tit ca cic mat bén bang nhau ;

d) Hinh lang tru ¢6 cic mat bén la hinh binh hanh :

e) Hinh hop c¢6 cac mat déi dién bang nhau.

67
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31.

32,

68

Cho hai dudng thang chéo nhau. Chitng minh rang ¢é diing hai mat phang
song song v&i nhau lan luot di qua hai dudng thang dé.

Cho hai dudng thang chéo nhau @ va b lan lugt nam trén hai mat phang
song song (P) va (Q). Ching minh rang néu diém M khéng nam trén (P)
va khéng nam trén (Q) thi c¢6 duy nhit mot dudng thang di qua M cat ca a
va b,

Trong mat phang (P) cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D lin luot vé
bén dudng thang a, b, ¢, d d6i mot song song véi nhau va khéng nam trén
(P). Mot mat phang cat a, b, ¢, d 1an luot tai bén di€ém A’, B", ¢*, D’. Chiing
minh rang A’B’C’D’ 13 hinh binh hanh.

. Cho tit dién ABCD. Goi M 1a trung diém ctia AB. Hbéi mat phang (P) qua

diém M. song song v&i cd AD va BC cé di qua trung diém N cha CD
khéng ? Tai sao ?

Cho hai diém M, N lin lugt thay ddi trén hai mat phang song song (P) va
, 2 IM
(Q). Tim tap hop cdc diém I thuéc doan thang MN sao cho T =k k20

cho truée.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC A'B’C’. Goi H 12 trung di€ém ctia canh A’B".
a) Chitng minh ring dudng thing CB’ song song véi mp(AH ().

b) Tim giao tuyén d ciia hai mat phang (AB’C’) va (A’BC). Chitng minh
rang d song song v&i mp(BB'C’C).

¢) X4c dinh thi€t dién cha hinh lang tru ABC A'B'C’ khi cat bai mp(H, d).
Cho hinh hop ABCD.A'B’C’D’. Chiing minh rang

a) mp(BDA’) /| mp(B'D’C) ;

b) Pudng chéo AC” di qua cdc trong tim G|, G cla hai tam gidc BDA’
va B'DC ;

¢) G va G, chia doan AC’ thanh ba phan bang nhau ;

d) Céc trung diém cta sidu canh BC, CD, DD’, D'A’, A'B’, B’B ciing nam
trén mot mat phfmg.

Chitng minh rang téng binh phuong tit cid cdc dudng chéo clia mét hinh
hop bang tong binh phuong tit ca cdc canh cta hinh hop dé.

Cho hinh chép cut ABC AB'C’ c6 ddy 16n ABC va cic canh bén AA’, BB,
CC’. Goi M, N, P lan luot la trung diém clia cdc canh AB, BC, CA va M’,
N’, P’ lan luot 13 trung diém ctia cdc canh A'B’, B'C”, (’A’. Chitng minh
MNP .M'N’P’1a hinh chép cut.
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S

PHEP CHIEU SONG SONG

. - . ar M
1. Binh nghia phép chiéu song song ;

Trong khong gian cho mat phang (P) va dudng
thang / cat mp(P). \M’
Vi moi diém M trong khéng gian, vé dudng . lil
thang di qua M va song song hodc tring véi /. \ \
Puong thang nay cat mp(P) tai mot diém M’
nao dé (h.73). Hinh 73

Phép ddt ticong iing moi diém M trong khéng gian véi diém M’
ciia mdt phang (P) nhir trén goi la phép chiéu song song lén
mdt phang (P) theo phuong |.

Mat phang (P) goi la mdt phang chiéu, dudng thang I goi 1a phuwong chiéu :
di€m M’ goi 14 hinh chiéu song song (hoic dnh) ctia diém M qua phép
chi€u song song ndi trén.

Cho hinh .# Tap hop -# ’ gém hinh chi€u song song ciia tit ci cdc diém
thudc .# goi 1a hinh chiéu song song (hoac anh) cua hinh .5 qua phép
chiéu noi trén.

Béng trén mat dit phang clia mét vat chinh 12 hinh chi€u song song clia vat
dy trén mat dit (cdc tia sing mat trdi duge coi nhu song song véi nhau).

ot s = sk = = ar 5 i ot ] - 3
Néu diem M thudc mat phang chiéu (P) thi hinh chiéu song song cua no la
diém néo ?

Cho diong thang a song song voi phuong chiéu l. Hinh chiéu song song ciia a

(hodc mét phan cua nd) la hinh nao ?

2. Tinh chat

Trong cdc tinh chét dudi day cta phép chi€u song song theo phuong /, ta chi
xét hinh chi€u song song clia cde doan thang hode duéng thang khong
song song va khong triing vor [.

Tinh chat 1

[ Hinh chiéu song song ciia mét ducng thang la mét dwong thang. ]

69
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Chirng minh (h.74)

Xét phép chiéu song song lén mp(P) theo
phuong /. Gia slr @ 1a mot dudng thang khéng
song song va khong tring v&i /. Goi M la mét
diém bét ki cta @ vd M’ 13 hinh chi€u cha né.
Vi MM’ song song (hoac trung) véi [ nén M’
nam trén mp(Q) di qua a va song song véi [
(hodc chita /). Mat khic, M’ nam trén mp(P).
sz.}f M’ nam trén giao tuyén a’ ciia hai mat Hinh 74
phang (P) va (Q).

Nguoc lai, dé thiy méi diém M’ nam trén @’ 14 hinh chi€u clia mot diém M
nam trén a. Vay hinh chi€u ctia @ chinh 13 dudng thang a’. O

Néu duéng thang a nam trong mdt phang chiéu (P) thi hinh chiéu song

song cia ala hinh nao ?

Néu dwong thang a cdt mdt phang chiéu (P) tai diém A thi hinh chiéu song

70

song cua a ¢6 di qua diém A hay khéng ?

HE QUA

Hinh chiéu song song ciia mot doan thang la mét doan thing,
ciia mot tiala mot tia.

Tir viée chitng minh tinh chit 1, ta thay hinh chi€u song song cua dudng
thang a 14 giao tuyén ctia mat phang chi€u (P) vd mp(Q), trong dé (Q) 1a
mat phang di qua @ va song song v&i [ hoac chita/. Do dé ta co

Tinh chat 2 (h.75)

Hinh chiéu song song ciia hai diwong thang song song la hai
duwong thang song song hodc triing nhau.

Hinlh 75
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Tinh chat 3

- -t o % e * a = -
Phép chiéu song song khong lam thay déi tt s6 cua hai doan
thang nam trén hai duéng thang song song (hode triing nhau).

Tinh chét 3 c6 nghia 14 : Néu AB va CD 1a hai doan thang nam trén hai
dudng thang song song (hoac triing nhau) c¢é hinh chiéu song song trén
mp(P)1a A'B"va C'D’ thi

A'B" AB

¢ €Dh
Hinh 76 minh hoa tinh chat do.

LY R

/ ™
1 ' B
1 D R
i
..E........ ......
— "'+ am— ,' .
A el =
¢ D
a) b)
Hinh 76

3. Hinh biéu di&n cta mét hinh khéng gian

G §1 cuia chuong niy, ta di néu ra mot s6 quy tac dé v& hinh biéu dién cla
mot hinh khéng gian trén mat phang. Cic quy tic iy dua trén dinh nghia
sau day

DINH NGHIA

Hinh biéu dién ciia mét hinh # trong khéng gian la hinh
chiéu song song ciia hinh #trén moét mdt phing hodc hinh

dong dang vor hinh chiéu dé.
Nhu vay, muén vé ding hinh biéu dién, ta phai 4p dung cdc tinh chat
no6i trén clia phép chiéu song song. Do d6, ngoai nhitng quy tac dia hoc
71
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truée day (duge suy tir ede tinh chit 1 va 2), ta cdn luu v thém quy tic sau

(suy tir tinh chét 3) :

I{'

Néu trén hinh % cé6 hai doan thang nam trén hai diong .f.-’r(fnj\
song song ( hodc triing nhau) thi chiing chang nhitng diror hiéu
dién boi hai doan thang ndm trén hai dwémg thang song song
(hodc triing nhau), ma ti s6 ciia hai doan thing nay con phdi
\ hing ti 56 clia hai doan thiang tiwong iing trén hinh . Y,

Hinh biéu dién ciia hinh binh hanh la hinh gi ?

V=

CHU Y

Phép chi€u song song néi chung khéng giit nguyén ti sé ctia hai doan
thang khéng nam trén hai dudng thang song song (hay khéng ciing
nam trén mot dudng thang) va khéng giit nguyén do 1én clia mét gée.
Tir dé suy ra néu trén hinh .# cé hai doan thang khéng nam trén hai
dudng thang song song thi ti s6 ctia chiing khéng nhat thiét phai gift
nguyén trén hinh bi€u dién. Ciing nhu vay, dé 1én clia mot géc trén
hinh .# khéng nhat thiét duge giit nguyén trén hinh biéu dién.

Hinh biéu dién ciia hinh thangla hinh gi ?
Hinh biéu dién ciia hinh thoi, hinh chit nhat, hinh vuéng la hinh gi ?

C6 phdi mét tam gidc bat ki déu c6 thé xem la hinh biéu dién cuia tam gidc
cdn, tam gidc vuong, tam gidc déu hay khong ? (h.77).

C

Hinh 77 Hinh 78

Hinh biéu dién ciia mét tir dién déu c6 thé vé nhie hinh 78 hay khong ?

12
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Hinh biéu dién clia mot dudng tron
Ngudi ta chiing minh duoc rang :

Hinh chiéu song song cia mét duwéng trén la mér diémg elip
hodc mot diwong tron, hodc ddc biét ¢6 thé'la mét doan thing.

Vi vay, ta thudng diing dudng elip 1am hinh biéu dién clia dudng tron, tim
cta elip biéu dién cho tim cta dudng tron (h.79, h.80).

<

Hinh 79 Hinl 80

1
ﬂ Gia sir tam giac ABC 1a hinh biéu dién clia mét tam giac déu. Hay dung hinh biéu
dién clia tam dudng tron ngoai ti€p tam giac déu dé.

2
ﬁ Cho mét dudng elip 1a hinh biéu dién clia mét dudng tron. Hay vé hinh biéu dién cla
méi hinh sau day :
a) Mot day cung va dudng kinh vuéng géc véi day cung d6é clia dudng tron.
b) Hai dudng kinh vuéng géc clia dudng tron.
¢) Mot tam giac déu ndi ti€p dudng tron.

Vui mot chut !
-

« Hinh sau c¢é phai 1a hinh biéu dién cha mét
hinh khéng gian hay khéng ?

Tranh ciia Et-se (M.C. Escher) b
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* "Chuyén déng vinh citu ?"- Liéu nudc cb chay mai nhu thé khéng ?

G =

Tranh cia Et-se (M.C. Escher)

Céau héi va bai tap

40. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio ding ?

41.

42.

74

a) Hinh chi€u song song cilia hai dudng thang chéo nhau cé thé triing nhau ;
b) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thang chéo nhau thi cét nhau ;

¢) Hinh chi€u song song ctlia hai dudng thang chéo nhau cé thé song song
v@i nhau ;

d) Hinh chiéu song song ctia hai dudng thing chéo nhau ¢é thé cit nhau,
trung nhau, song song véi nhau.

Trong cic ménh dé sau, ménh dé nio diing ?

a) Hinh chi€u song song ctlia hai dudng thang cat nhau c¢6 thé song song
vdi nhau ;

b) Hinh chi€u song song ctlia hai dudng thang cat nhau cé thé cat nhau ;

¢) Hinh chiéu song song clia hai dudng thang cat nhau cé thé triing nhau ;
d) Mot dudng thang c6 thé song song véi hinh chi€u song song clia né ;

e) Mot dudng thang luén cat hinh chi€u song song cfia né ;

f) Mot dudng thang 6 thé triing v6i hinh chi€u song song ctia né.

Tam gidc ABC ¢é hinh chiéu song song 14 tam gidc A'B’C”. Chiing minh rang
trong tam tam gidc ABC' ¢ hinh chi€u song song 1a trong tim tam gidc A'B'C”.
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43.
4.
45.
46.

47.

V& hinh biéu dién ctia mét tif dién va trong tAm ctia né.

V& hinh biéu dién clia mét tam gidc vuéng noi ti€p trong mot dudng tron.
V& hinh biéu dién cia mét hinh vuéng noi ti€p trong mét dudng tron.

V& hinh biéu dién ctia mét luc gide déu.

Cho hinh hép ABCD.AB|C;D;. Tim di€m I trén dudng chéo B;D va diém J

trén dudng chéo AC sao cho 17 [/ BC. Tinh ti s6 g
|

ON TAP CHUONG II

| - Tém tét nhirng kién thirc cdn nhé

1.

Mot mat phang duge xdc dinh néu bi€t mot trong cdc diéu kién sau day

a) Mat phang dé di qua ba diém khéng thang hang.

b) Mit phang dé di qua mot di€ém va moét dudng thang khong chita diém Ay,
¢) Mat phang dé di qua hai dudng thang cat nhau.

d) Mat phang dé di qua hai dudng thang song song.

e) Mat phang dé di qua mot dudng thang vh song song véi mot dudng
thang chéo véi dudng thang dy.

f) Mat phang d6 di qua mot di€m va song song v&i mét mat phang khong
chita diém ay.

Dinh I vé giao tuyén ctia ba mat phang :

Néu ba mat phang cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén
d6 hoac déng quy hoac déi mét song song.

Ba doan thang néi trung diém cdc canh déi dién clia mot ti dién déng quy
tai trung di€m G ctia méi doan. Di€ém G d6 goi 13 trong tam clia tii dién.
Duong thang va mat phang song song (tiie 1a ching khong cé diém chung) :
a) Dudng thang a (khéng nam trén mp(P)) song song véi mp(P) khi va chi
khi n6 song song v&i mot dudng thang nam trong (P).
b) Néu mp(Q) di qua dudng thang @ ma @ song song véi mp(P) thi giao
tuyé€n cua mp(P) va mp(Q) (n€u cd) song song vdi a.
c¢) Hai mat phang cat nhau cling song song véi mot dudng thang thi giao
tuy€n cua ching song song véi dudng thang dé.

75
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10.

11.

Hai mat phang song song (titc 12 chiing khong ¢é diém chung) :

a) Néu mat phang (P) chia hai dudng thang a, b cat nhau va cling song

song véi mp(Q) thi (P) [/ (Q).

b) Néu hai mat phang (P) va (Q) song song thi moi mp(R) da cat (P) thi cat

(Q) va cdc giao tuyé€n cha chiing song song.

c¢) Dinh 1 Ta-1ét : Ba mat phang déi mot song song chan ra trén hai cit

tuyén bat ki cdc doan thang twong tng ti lé.

d) Dinh 1i Ta-1ét dao : Gia sir trén hai dudng thang chéo nhau @ va «’ ldn

luot 14y cdc diém A, B, C va A", B’, (" sao cho : 4B = i — i . Khi
A'BY B'C' C'A'

dé, ba dudng thang AA’, BB’, CC’ lin luot nam trén ba mat phang song

song, titc 12 chiing cling song song véi mét mat phang.

Hinh chép ¢é ddy 12 mot da gide va cdc mat bén déu 14 nhitng tam gidc ¢é
chung mét dinh (dinh cta hinh chép).

Hinh lang tru ¢6 hai ddy nam trén hai mat phang song song ; cdc mit bén déu
la nhitng hinh binh hanh ; cic canh bén bang nhau vi déi mot song song.

Hinh hép 13 hinh lang tru ¢6 ddy la hinh binh hanh ; bén dudng chéo cna
hinh hép déng quy tai trung diém clia méi dudng, diém dé goi 14 tam cla
hinh hoép.

Hinh chép cut ¢6 hai ddy nim trén hai mat phing song song ; cdc mit bén déu
la hinh thang ; cdc dudng thang chifa cdc canh bén déng quy tai mét diém.
Phép chiéu song song theo phuong / :

a) Khong lam thay d6i su thang hang va thit tr clia cdc diém thang hang.

b) Bién hai dudng thang song song (nhung khéng song song véi [) thanh
hai duong thang song song hoac trung nhau.

¢) Giflt nguyén ti s& clia hai doan thang nam trén hai dudng thang song
song hoic cling nam trén mot dudng thang.

Hinh biéu dién ctia mét hinh trong khéng gian 1a hinh chiéu song song clia
hinh dé trén mot mat phang hoac hinh dong dang véi hinh chiéu dé.

Hinh biéu dién clia dudng tron thudng 13 dudng elip hoac dudng tron.

Il - Cau hdi ty kiém tra

1.

19

76

Hiy néu su khdc biét giita hai dudng thang chéo nhau vi hai dudng thang
SONg song.

Néu phuong phdp chimg minh ba diém thang hang.
Néu phuong phap chitng minh ba dudng thang déng quy.
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4. Néu phwong phap chitng minh dudng thang song song véi mat phang.

5. Néu phwong phip chitng minh hai mat phang song song.

Il - Bai tap

1. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
a) Hai dudng thiang chéo nhau thi khéng ¢é diém chung ;
b) Hai dudng thang khéng c6 di€m chung thi chéo nhau ;
¢) Hai duong thang chéo nhau thi khéng cling thuée mét mat phang ;
d) Hai dudng thang khéng song song thi chéo nhau.

2. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio ding ?
a) Hai dudong thang phéin biét ciing song song véi mét mat phang thi song
song v&i nhau :
b) Hai mat phang phan biét ciing song song véi mot dudng thang thi song
song vai nhau ;
c¢) Hai mat phang phan biét khéng song song thi cat nhau ;
d) Hai mat phang phan biét cling song song véi mot mat phang thit ba thi
song song voi nhau ;
e) Mot duong thang cat mot trong hai dudng thang song song thi cat dudng
thang con lai ;
f) M6t mat phang cat mot trong hai dudng thﬁng song song thi cat dudng
thang con lai ;
g) Mot dudng thang cat mot trong hai mat phing song song thi cat mat
phang cdn lai.

3. Trong cic hinh sau, hinh nio 12 hinh biéu dién ctia mot tit dién ?

C

a) b) c) d)

. A=B B B
A A
B D
c b ¢ b ¢ D
C
€) h)

Hinh 81
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4.

3.

6.

s

8.

V-

{

78

Cho hai hinh binh hinh ABCD vi ABEF nam trong hai mat phang khdc
nhau. Lay cdc diém M, N lin luot thuéce cdc dudng chéo AC, BF sao cho

MC = 2AM ; NF = 2BN. Qua M, N, ké cdc dudng thang song song véi AB
cat cdc canh AD, AF lan luot tai M, N,. Chitng minh rang :

a) MN /| DE ;

b) M;N, [/ mp(DEF) ;

c) mp(MNN ;M) [/ mp(DEF).

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B’'C”. Goi G, " lan luot 14 trong tam cua
tam gidc ABC va A'B'C’. Mot mat phang (@) cat cdc canh AA’, BB', C(",
GG’ lan luot tai Ay, By, €} va G,. Chiing minh rang :
a) GG’ song song va bang canh bén cta hinh lang tru ;

b) G la trong tam cua tam gidc A;B( ;
| |

Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’. V& thi€t dién cua hinh hop tao bdi mat phang
di qua hai trung diém M, N clia cdc canh AB, AD va tam O clia mat CDD'(”,
Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’. Trén ba canh AB, DD’, (''B’ lan lwot 1dy ba
AM D'N _ BP

- DD BC
a) Chirng minh rang mp(MNP) va mp(AB’D’) song song vdi nhau.
b ) X4c dinh thiét dién cta hinh hop khi cat boi mp(MNP).

diém M, N, P khéng tring véi cic dinh sao cho

Cho hai tia Ax va By nam trén hai dudng thang chéo nhau. Mot diém M chay
trén Ax va mét diém N chay trén By sao cho AM = kBN (k > 0 cho trudc).

a) Chimg minh rang MN song song véi mét mat phang ¢ dinh.

b) Tim tap hop cdc diém I thuée doan MN sao cho IM = kIN.

Cac cau hoi tric nghiém

Cho tir dién ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém clia cdc canh AD va
BC ; G 1a trong tam tam gidc BCD. Khi 4y, giao diém cia dudng thang MG
va mp(ABC) la :

(A) Diém C ;
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L2

W

(B) Giao di€ém cta dudng thang MG va duong thang AN ;

(C) Diém N ;

(D) Giao diém ciia dudng thang MG va dudng thang BC.

Cho tir dién ABCD va ba di€ém E, F, ¢ 14n luot nam trén cdc canh AB, AC,
AD ma khoéng tring v&i cdc dinh. Thiét dién ctua hinh t dién ABCD khi cat
boi mp(EFG) 1a :

(A) Mot doan thang : (B) Mét tam giac ;

(C) Mot tir gidce ; (D) Mét ngii gidc.

Cho tir dién ABCD va ba di€ém 7, J, K 1an lrot nam trén ba canh AB, BC,
C'D ma khéng tring véi cdc dinh. Thiét dién cta hinh ti dién ABCD khi cat
boi mp(l/K) la :

(A) Mét tam giac ; (B) Mot tir giac ;

(C) Mét hinh thang ; (D) Mot ngii giac.

Cho hinh chép S.ABCD. Goi ACnBD =1, ABnCD=.,AD n BC = K.
Pang thire nio sai trong cic dang thite sau day ?

(A) (SAC) n (SBD) = SI ; (B) (SAB) m (SCD) = ST ;

(C) (SAD) n (SBC) = 8K ; (D) (SAC) n (SAD) = AB.

Cho hinh chép S.ABCD. Mot mat phang khéng di qua dinh nio ctia hinh
chép cat cdc canh SA, SB, SC, SD 1an lwot tai A”, B’, (", D’. Goi O 14 giao
di€ém ctia AC vad BD. Tim ménh dé diing trong cdc ménh dé sau day.

(A) Céc dudng thang A'C’, B'D’, SO déi mot chéo nhau ;

(B) Céc dudng thang A'C’, B’'D’, SO déng phang ;

(C) Cac duong thang A'C’, B'D’, SO déng quy ;

(D) Hai duong thang A’C” vi B'D’ cat nhau con hai dudng thang A'C’ va SO
chéo nhau.

Cho tit dien ABCD. Goi (7 va E 14n luot 13 trong tim cua tam gidc ABD va
ABC'. Ménh dé nio dudi diy ding ?

(A) Dudng thang GE song song véi dudng thang CD ;

(B) Pudng thang GE cat dudng thang CD ;

(C) Hai dwdng thang GE va CD chéo nhau ;

(D) Dudng thang GE cat dudng thang AD.

Cho tif dién ABCD. Goi M, K lan luot 13 trung diém ctia BC va AC, N 1
di€m trén canh BD sao cho BN = 2ND. Goi F 1a giao di€m ctia AD vi
mp(MNK). Trong cdc ménh dé sau diay, ménh dé nao ding ?

19
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(A)AF=FD; (B) AF = 2FD ;
(C) AF=3FD ; (D) FD = 2AF.
Cho tir dién déu ABCD c¢6 canh bang a. Goi ;7 14 trong tim tam gide ABC .
Cat tit dién b&i mp(GCD) thi dién tich clia thiét dién 14 :

az\E ag-J?,-’ _

A : B

(A) > (B) 3
2 2

{C)ﬂf; (D) ”f.

Cho hinh chép SABCD cé day 1a hinh binh hanh. Goi 7, J 1an lugt 1a trung
di€ém cta AB va CB. Khi 4y, giao tuyén cla hai mat phang (SAB) va (SCD)
Ia dudng thang song song véi

(A) Pudng thang AD (B) Budng thang BJ ;

(C) Budng thang BI ; (D) Puong thang 1J.

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 ddy 1a mét hinh binh hanh. Goi A’, B’, ¢, D’ lan
lwot 1a trung di€m clia cdce canh SA, 8B, SC va $D. Tim ménh dé diing trong
cdc ménh dé sau day :

(A) AB"// mp(SAD) : (B) A'C”" /| mp(SBD) ;
(C) mp(A'C’D’) [/ mp(ABC) ; (DyA’C’ /| BD.
Cho tir dién déu ABCD cé canh bang a, diém M trén canh AB sao cho

AM = m (0 < m < a). Khi d6, dién tich thiét dién ctia hinh tif dién khi cat
béi mat phang qua M va song song véi mp(ACD) 13 :

2 2
m>3 (B) (a —m) 2 :

(A) TR >
©) (a + J::}zsﬁ ; (D) (a — r:)zﬁ‘

Cho hinh chép S ABCD cé ddy 13 mot hinh binh hanh. M6t mat phang (P)
song song véi AC va SB lan luot cat cdc canh SA, AB, BC, SC, SD, BD tai
M, N,E,F,I, J. Trong cic ménh dé sau diay, ménh dé nao ding ?

(A) Bén dudng thang MN, EF, IJ, SB d6i mot song song ;

(B) Bén dudng thang MN, EF, 17, SB déng quy ;

(C) Bén dudng thang MN, EF, IJ, SB déng phang ;

(D) Ca ba ménh dé trén déu sai.
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EP";‘T

A\ \Z| DHIONG DHAD TIfN DE TRONG HiNH HOC

1. Khi méi ra dai, Hinh hoc 14 mén khoa hoc thuc nghiém nay sinh tir viéc do dac,
tinh toan cac dai liong vé khodng cach gilta cac dia diém, dién tich cac dam dat, thé
tich cac thiing chira,... Thoi ¢6 dai, ngudi viing Ba-bi-lon va Ai Cap da tich luy dudc
nhiéu kién thic hinh hoc kha phong pht, chdng han céng thic Py-ta-go, dinh Ii
Ta-lét, cong thirc tinh thé tich hinh chép cut,... Dan dan Hinh hoc trd thanh mot khoa
hoc suy dién, tic la thay vi ding thuc nghiém dé kiém tra su ding dan cla cac su
kién hinh hoc, ngudi ta chihg minh bang lap luan. Cé nhiéu tac pham hinh hoc da ra
dai, nhung néi tiéng nhat va con dudc gilf lai dén nay la tap "Co ban" cha O-clit
(Euclid, nha toan hoc Hy Lap, séng vao khodng thé ki thir ba trude Céng nguyén).

Tap "Cd ban" cla O-clit gdm 13 cuén, trong d6 cd 8 cudn néi vé Hinh hoc.
Toan bé néi dung mén Hinh hoc sd cdp clia bac Phé théng ngay nay la mot
phan trong tac phdm d6. Céng lao to 16n cla O-clit |1a da tap hop lai nhimg k&t
qua clia nhiéu tac gia trude, sap x&p lai va chimg minh chat ché. Pé xay dung
mén Hinh hoc, O-clit 3 xudt phat tir 10 tién dé va dinh dé dugc thira nhan la
ding ma khéng chimg minh. Tir d6, dua vao cac suy luan légic, éng da chimg
minh cac dinh Ii khac.

Nhu vay, cé thé néi O-clit 1a ngudi d4t nén méng cho phudng phap xay dung
Hinh hoc ma ngay nay ta goi la phuong phap tién dé.

Pé trinh bay mén Hinh hoc theo phudng phap tién dé, ngudi ta lam nhu sau

1) Khéng dinh nghia mot s6 khai niém nhu : diém, dudng thang, mat phéng, diém
nam giira hai diém, d6 dai doan thing, d6 16n cla géc,... Cac khai niém nhu vay
goi la cac khai niém co ban. Cac khai niém khac sé dugc dinh nghia dua vao
nhimg khai nidm cd ban. Chéng han, su bang nhau ctia cac tam giac dudc dinh
nghia dua vao su bang nhau clia cac doan thing va su bang nhau cla cac géc.
2) Néu ra moét s6 ménh dé dudc thita nhan la ding ma khéng ching minh. Cac
ménh dé nhu thé goi la tién dé. Chang han ta thira nhan tién dé : "Co mot va chi mét
dudng thang di qua hai diém phan biét cho trudc" hoic tién dé : "Co mot va chi mot
mat phang di qua ba diém khéng thang hang cho truéc"

Moi ménh dé khac déu phai dudc chiing minh dua vao cac tién dé va cac ménh
dé da dudc chimg minh trudc dé.

Ching ta can chu y riang tuy diém, dudng thdng, mat phdng khéng duge dinh
nghia, nhung ching budc phai thod man cac tién dé. Cho nén c6 thé néi chung
dudc dinh nghia mot cach gian ti€p qua cac tién dé.
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Euclid (khoang 330 - 275 TCN) Lobachevsky (1792 - 1856)

2. Trong hé théng cac tién dé hinh hoc ¢6 mot tién dé goi 14 tién dé O-clit (né tuong
duong véi dinh dé V trong tac pham Cd ban clia O-clit). Tién dé d6 dudc phat biéu
nhu sau : "Cho diém A khéng ndm trén duong thang b thi trong méat phang (A.b)
chi c6 mét dudng thdng di qua A va khéng cét b"

Trong lich sir, khi nghién cu cac tién dé cla O-clit, nhat 1a dinh dé V néi trén, cac
nha toan hoc da nghi ngd réng c¢é thé chimg minh dudc né dua vao cac tién dé
khac va néu qua that nhu vay thi can phéi loai né ra khoi danh sach cac tién dé.
Nhiéu nha toan hoc néi tiéng nhu : Xac-ké-ri (Saccheri, 1667 - 1733), Lam-be
(Lambert, 1728 - 1777), Lo-giang-do-ro (Legendre,1752 - 1833),... da tén nhiéu
stfc luc va tri tué dé tim cach chimg minh dinh dé V nhung khong thanh céng. Vao
dau thé ki XIX, cac nha toan hoc ; Gau-xd (Gauss, 1777 - 1855), Bé-li-ai (Bolyai,
1802 - 1860), dic biét la nha toan hoc Nga Loé-ba-sép-xki (Lobachevsky), trong
qua trinh chiing minh dinh dé V cla O-clit, da xay dung mét Hinh hoc méi trong d6
khéng thira nhan dinh dé V ma thira nhan tién dé phi dinh dinh dé V : "Cho diém A
khéng ndm trén dudng thang b thi trong mat phang (A.b) cé it nhat hai dudng thang
di qua A va khong cat b".

Ngay nay, ngudi ta thuong goi hinh hoc d6 1a Hinh hge L 6-ba-sép-xki (mot loai
Hinh hoc phi G-clit).

N&m mudi ndm sau khi Lé-ba-sép-xki cong bé tac pham néi trén, ngudi ta chimng
minh dugde rdng Hinh hoc Lé-ba-sép-xki khéng hé cb mau thuan va nhu vay, tién
dé O-clit dung 1a mét tién dé.

Ngay nay, phueng phap tién dé da tham nhap vao nhiéu nganh toan hoc khac
nhau va né la mét céng cu quan trong trong viéc xdy dung nén nhilng bé mén
toan hoc hién dai.
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CHUGONG Il

VECTO TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC

o) chuong Il, ching ta d& xét quan hé song song trong khéng gian. Trong
chuong nay ta nghién clu quan hé vudng géc gilra hai dugng thing, gilra
dudng thdng vdi mat phang, gitra hai mat phang. Kién thirc vé vectd la co
sd dé xay dung quan hé vuéng géc trong khéng gian.

Khi hoe chuong nay, hoc sinh can biét van dung cac kién thitc da cé vé
vecto trong matphing dé ap dung vao khéng gian, déng thai budc dau giai
quyét dude mét s6 bai toan hinh hoc khéng gian c¢b lién quan dén cac yéu
t& vuéng goc.
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VECTO TRONG KHONG GIAN.
SU PONG PHANG CUA CAC VECTO

1. Vectd trong khong gian

Kh4i niém vecto va cdc phép todn vecto di duge dé cép trong chuong trinh
hinh hoc 16p 10. Tuy nhién, khi dé tit ca cdc vecto ma chiing ta xem xét
déu nam trén ciung mét mat phang.

8] chwong II, chiing ta da lam quen véi viéc A
nghién ciu hinh hoc khéng gian ma déi
tuong clia né 1a cdc hinh ¢é thé khong ciing
nam trong mét mat phang. Chang han, td
dién ABCD la mé6t hinh c6 tinh chit dé va

PR T~ - a— '}

nhu thé cic vecto AB, BC, (D khoéng cing
nam trong mot mat phang nio ca (h.82).

Trong chwong nay, ching ta s€ noi dén cac

vecto trong khoéng gian. Vecto, ciac phép toan C

vecto trong khong gian duoe dinh nghia hoan Hinh 82

toan giéng nhu trong mit phang, chiing ciing

¢6 cdc tinh chit di biét nén khong nhac lai. Sau diy, ching ta néu lén mot
s6 hoat déng va vi du nham muc dich én tip lai nhitng kién thitc da cé vé
vecto trong mat phang dé 4p dung vio khong gian.

1 A

Cho hinh hép ABCD.ABC'D’ véi tam O /‘ ™,
(h.83). Bé—

a) Hay chi ra trén hinh 83 nhimng vecto bang """'Jti,
nhau khac vects 0 va kiém tra tinh ding dan
clia déng thirc -
_ —_ —_— —_— !
AC" = AB + AD + AA’". (1) J:,ﬁ.
Fa
b) Chiing minh rang 4
AB+ BC'+DD=AD +D'C’'+ BB = A'C. B
Hinh 83
5 CHU Y
Cong thite (1) goi la quy tac hinh hop (dé tim téng clia ba vecto).
84
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2
Cho tir dién ABCD véi trong tam G va cac trung diém cac canh clia né (h.84).

Hay chi ra trén hinh 84 nhimg vecto khac 0 b&ng nhau va kiém tra xem déng thirc
AB + AC + AD = 4AG
c6 dung khéng ?

Hinh 84 Hinh 85

R
Cho hinh Iang tru ABC.AB'C". D&t AA’ = G, AB = b, AC = ¢ (h.85).
1) Hay biéu thi méi vects BC, BC" qua cacvectd @, b, .
2) Goi (7 14 trong tam tam giac AB'C”. Biéu thi vects AG" qua @, b, ¢.
Vidul
Cho tir dien ABCD.
1. Goi M va N lan luot la trung diém ctia AB va CD. Chiing to rang
it M i ik ] et ey
MN = E(AD + BCO) = E{A(' + BD).
2. Chitng minh rdang diém G la trong tam cuia nr dién ABCD khi va chi khi
mot trong hai diéu kién sau xdy ra :
a) GA+GB+GC+GD=10:
= . Lo o= o=l e g
h) PG = I(PA + PB + PC + PD) véi moi diém P.

Giai (h.86)
1. Sir dung quy tac ba di€m, ta c6
MN = MA+ AD + DN,

MN = MB + BC + CN.
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Do MA+ MB =0
va DN+CN=0
nén  MN = %(E+ E) M

Twong tu nhr trén, ta cd

== N T B D
MN = =(AC + BD)
2.a) Ta cé ”
GA + GB = 2GM, £
Hinh 86

GC + GD = 2GN.
Diém G 14 trong tam cta tir dién ABCD khi va chi khi
GM +GN =0 hay 2(&?14+@)=6.
Diéu nay twong duong véi GA+GB+GC +GD = 0.
b) (7 14 trong tAm cua tif dién ABCD khi va chi khi
GA+GB+GC+GD=0.
Diéu niy cé nghia 14 véi diém P bat ki, ta ¢6

—_— ok o ok

PA - PG+ PB - PG+ PC-PG+PD-PG =0,
=i, i . .. s =

hay PG = —(PA+ PB + PC + PD) O
Vidu2
Cho tit dién ABCD ¢c6 AB=c¢,CD=¢"AC=b,BD=b,BC=a, AD=a’.
Tinh géc ginta cdc vecte BC va DA.
Giai. Ta c6

BC.DA = BC.(DC + CA) = CB.CD — CB.CA

- —;'(f.*s2 +¢D? - BD?) - _;"(f.‘Bg + A% - AB?)
= _;_(ABZ EDP = B A

Tir d6 gée (BC, DA) xic dinh bdi
25wl g2 i

cos(ﬁ:, ﬁ} =& S
o

timdapan.com



2. Su déng phang cla céc vectd. Diéu kién dé ba vects déng phang

Ta bi€t rang, v&i hai dudng thang phin biét cho trurde trong khéng gian,
luén c6 mat phang song song v&i hai dudng thang dé6. Nhung néi chung,
khong c¢6 mat phang song song véi ba dwdng thang phan biét cho trude.
Néu ¢é mat phang nhu vay thi ta néi rang ba vecto nam trén ba dudng
thang a4y 13 déng phang.

DINH NGHIA

Ba vecto goi la déng phang néu cdc gid cia ching ciung song

song voi mot mat phang.

Trén hinh 87, gid cua ba vecto -

a
da, b, ¢ déu song song vd4i mat ///:\5-
phang (P) nén ba vecto a, b, ¢ &

=

déng phang.
B
Nhin xéi \ T
Tir dinh nghia trén, suy ra : Néu ta Va 0
V€ OA=d, OB=h, OC=C thi _

ba vecto @, b, ¢ déng phing khi
va chi khi bén di€ém O, A, B, € cling nam trén mo6t mat phang hay ba dudng
thang OA, OB, OC ciing nam trong mot mat phang.

Bai todn 1

Cho tir dién ABCD. Goi M va N lan
lwot la trung diém cia AB va CD.

_ —

Chitng minh rang ba vecte BC, MN,

AD déng phdng.

R 4 (D& giai bai toan 1)

Goi P va Q lan lugt 1a trung diém clla AC va
BD. Khi d6 MPNQ la hinh binh hanh. T
d6, hay suy ra diéu phai chilmg minh (h.88). € H.*‘J:I?’SS D
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Piéu kién dé ba vecto dong phang

Tir dinh nghia ba vecto déng phang va su khai tri€én mét vecto theo hai
vecto khéng ciing phuong trong hinh hoc phang, chiing ta ¢é thé chimng
minh dwrge dinh 11 sau (h.89).

.

DINHLI 1
e ™)

—

Cho ba vecte a, b, ¢, trong dé6 a va b khong cing

phitong. Diéu kién cdn va di dé ba vecto a, b, ¢ déng

& b # # - -+ -t = -~ Fa
phang la ¢6 cdc sé m, n sao cho ¢ = ma + nb. Hon nita, cdc
sé'm, nla duy nhdt.

. A
/ -
A Z»
- c
a
o F B
Hinh 89

5

Chimg minh rang
1) N&u cb ma + nb + pE = 0 va mdt trong ba sé m, n, p khac khéng thi ba vecto a.
b, ¢ déng phang :

2)Néu @, b, ¢ |aba vecto khéng déng phang va ma + nb + BE = 0 thi W=l p=0;
Bai toan 2

Cho tit dién ABCD. Cdc diém M va N
lan luot la trung diém cia AB va CD.
Ldy cdc diém P, Q ldn luot thude cdc
duéng thang AD va BC sao cho
PA = kPD, QB = kQC (k # 1). Chitng
minh rdng cac diém M, N, P, Q ciing
thuée mét mét phing (h.90).

Q

6 (D& giai bai toan 2)

c
1) TU hé thirc PA = kPD, hay chimg to Hinh 90

—  MA - kMD
i
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Tuong tu, ta cling cé
—  MB - kMC
MO= — .
1-k
2) Tir hai dédng thirc trén, chimg minh ring

MP + MQ = = MN.

Vay cac diém M, N, P, Q cung thudc mot mat phing.

Pinh 1i 1 néi dén diéu kién dé€ cé thé bi€u thi mét vecto qua hai vecto
khéng cung phwong. Dinh 1i dudi day s& néi vé bi€u thi mét vecto qua ba
vecto khéng déng phang.

DINH LI 2

Néu a, b, ¢ la ba vecto khéng déng phdng thi véi méi vecto

d, ta tim dioc cdc s6’'m, n, p sao cho d = ma + nb + pc. Hon
nita, cac s6'm, n, p la duy nhat.

Chirng minh
Tir diém O, ta dat OA=aG, OB=h,
OC=¢, OD=d thi 0, A, B, C khong
cling thuéec mét mat phang. b
Tir diém D ké dudng thang song song (hodc C
tring) véi dudng thang OC, cat mat phang
(OAB) tai diém D’ (h.91). Khi dé

oD = oD’ + D'D.
Theo dinh 1i 1, ta ¢6 cde s6 m, n sao cho
OD’ = md + nb. Ngoai ra do D'D va ¢
cting phurong nén cé sé p dé DD = pc. Vay Hinh 9]

OD = ma + nb + pc.

Gia stircon c6 OD = m'a +n'b + p'c thi
(m-ma+m—-ndb+(p-pH =0.

Vi d, b, ¢ khong dong phang nénm —m'=n—-n"=p—p'=0haym=m’,
n=n',p=p’. Suyracicsé m, n, pladuy nhat, O
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Bai toan 3
Cho hinh hép ABCD A'B’C’D’. Xét cdc diém M va N ldn liwot thude cdc dwong
thang A'C va C’'D sao cho MA® = kMC, NC' = IND (kval déu khde 1).

= —_—

Pit BA=d, BB'=h, BC =7
a) Hay biéu thi cde vecto BM va BN qua cdc vecto d, b, ¢

b) Xdc dinh cdc s6'k, | dé dudmg thang MN song song vor diéng thang BD'.
Giai (h.92)

a) Tir gia thi€t ta c6 : D
— BA'- kBC C
BM =——— dodb vy
I ‘--...'"__“'_‘--q?f:“
— - IR e 1
T e B W \ O
1 -k 1 -k 1-k / T W
R ) S, -Ixdp
E:B(.—J’BD deydd A
1= C
S B o l = Hinh 92
BN = - a+ b +ec.
1= 1=1

b) Vi BD' va C’D la hai dudng thang chéo nhau va N thude dudng thing €D
nén dudng thang MN khéng thé tring véi dudng thang BD’. Viy dudng

thang MN song song v&i dudng thang BD’ khi va chi khi MN = pﬁ;.

Do MN = BN - BM néntacod

W=[—L—LJE+[L—]—]E+[I+A—_]F,
=1 T=ik l—=»f 1=k 1 -k

Mit khic BD’ =G +b +¢ (quy tic hinh hép) ma @, b, & Ia ba vecto
khong dong phang nén

MN = pBD’ & 4
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Vay khi k = =3, = —1 thi dudng thang MN va dudng thang BD’ song song
vGi nhau. O

Céu hoi va bai tap

Ba vecto a, 5, ¢ ¢6 déng phang khoéng néu mot trong hai diéu sau day

xay ra ?

a) Cé mot vecto trong ba vecto dé bang 0.

b) Cé hai vecto trong ba vecto d6 cling phuong.
Cho hinh chép S ABCD.

a) Chitng minh rang néu ABCD la hinh binh hanh thi SB + SD = SA + SC.
Diéu ngwoce lai ¢6 diing khéng ?

b) Goi O 1a giao diém ctia AC va BD. Chimg td rang ABCD 13 hinh binh hinh
khi va chi khi SA + SB + SC + SD = 450.

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C’. Goi G va G 1an lugt 12 trong tam
clia tam gidc ABC va A'B'C’, I 14 giao diém ctia hai duong thang AB’ va
A’B. Chitng minh ring cdc dudng thang GI va G’ song song véi nhau.

Cho hinh hép ABCD.AB’C’'D’. Goi M va N lan lrot 1A trung diém ctia CD va
DD’ ; G va (" 1an lrot 1 trong tam cila cdc tif dién A'D'MN va BCC'D’. Chimg
minh rang dudng thang GG’ va mat phang (ABB’A’) song song véi nhau.

Trong khéng gian cho tam gidc ABC.

a) Chitng minh rang néu di€ém M thudc mp(ABC) thi cé ba s8 x, y, z ma
x+y+z=1sa0cho OM = xOA + yOB + zOC v&i moi diém O.

b) Nguogc lai, néu c¢6 moét diém O trong khoéng gian sao cho
OM = xOA + y(?B. + ZE, trong dé6 x + y + z = | thi diém M thuée
mp(ABC).

Cho hinh chép S.AABC. Liy cdc diém A’, B’, €' 14n lwot thudce cdc tia SA, SB,
SC sao cho SA = aSA’, SB = bSB’, SC = ¢SC”, trong dé a, b, ¢ 1a cdc s6 thay
déi. Chitng minh rang mat phang (A’B'C’) di qua trong tim ctia tam gidc
ABC khivachikhia+ b+ ¢ =3.
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HAI PUONG THANG VUONG GOC

1. Géc giira hai dudng thiang A

LR

92

Cho hai dwdng thang A;, A, bat ki trong khong

gian. Tir diém O nio dé, ta vé hai duong thang

A'y, A'5 lan luot song song (hoac triing) véi A,

Ay, A,. Dé thiy rang khi di€ém O thay déi thi A,

gbe giita A'| va A'» khong thay doéi (h.93). Vi

viy ta ¢6 dinh nghia sau /0 A%y
DINH NGHIA 1 Hinh 93

Gac giita hai duong thing Ay va Ay la goc giita hai diong
thang A '\ va A'y ciing di qua mét diém va ldan lwgt song song

(hodc triing) voi Ay va A, .

Nhan xét
1) D€ xdc dinh géc gilta hai dudng thang A; vd A,, ta c6 thé 1ay diém O
néi trén thuée moét trong hai duong thang dé.

2) Gée giira hai dirdng thang khéng virot qué 90°,

3) Néu iy, 1, 14n lugt 13 vecto chi phuong ctia cde dudng thang A, A, va

(iiy, i) = @ thi géc giita hai dudng thang A; vd A, bang & néu a < 90°

va bang 180° — @ néu a > 90°.

Vidul

Cho hinh chop 8. ABC ¢o
SA=8B=8SC=AB=AC=ava BC = ﬂ'ﬁ.

Tinh goéc giita hai diwong thang SC va AB (h.94).

Cdc mdt cua hinh chép SABC la nhitng tam

gidae o gi ddac biét ? Hinh 94
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Cdch 1. Ta tinh goc giita hai vecto SC va AB.

— — _ SC.AB _ (SA+AC).AB
cos(SC, AB) - )

5 Taz 2
_SaB+acaB_~5*t% 1
B H2 ) Gz B 2

Suy ra (SC, ﬁ) =120".

Viay géc giita hai dudng thang SC va AB bang 60°.
Cdch 2. Goi M, N, P lan luot [a trung diém clia SA, SB, AC. Khi dé6 MN // AB,
MP || SC.Dé tinh géc giita hai dudng thang SC va AB, ta cin tinh NMP .

3q2 5a°
Ta'ch MN=MP=2, sp? = =22¢ pp? =24,
2 4 4
53
5 &
BP2 + sP? = 2NP? +%.
2
Vay NP? = da”
4
Mat khac
NP2 = NM2 + MP? - 2MN MP cos NMP,
2
i
do dé cosNMP = - —% - —i, suy ra NMP = 120°.
g22 2
2%
Viy gée giira hai duong thang SC va AB bang 60°. O

2. Hai duéng thing vudng géc
DINH NGHIA 2

Hai duong thang diwoc goi la vuong géc véi nhau néu goc

giita chiing bdng 90°,
93
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Khi hai dudng thang @ va b vuéng gée véi nhau, ta con néi gon Ia hai didng
thang a va b vuéng géc, va ki hiéua L bhaybh L a. Nhuvaya L h< i v = 0,
& dé i va v 1an luot 1a cdc vecto chi phuong ctia a va b,

Tir dinh nghia trén, ta ¢6 nhan xét sau

Nhdan xét

Mot duding thang vuéng géc véi mot trong hai dudng thang song song thi
vuong goc vai duong thang con lai.

1
Cho hinh hép ABCD .A'B'C’D’ ¢6 tat ca cac canh bang nhau (hinh hép nhu thé goi
la hinh h@p thoi). Hay giai thich tai sac AC L B'D".

Vidu2

Cho hinh hép thoi ABCDA'B'C’D’ ¢é tdt
cd cdc canh bang a va

ABC = B'BA = BBC = 60°.
Tinh dién tich tir giac A'B'CD.
Giai (h.95)
Truée hét ta dé thiy A’B’CD 1a hinh binh
hanh, ngoaira B'C = a= CD nén AB'CD
la hinh thoi. Ta sé chitng minh A’B'CD la
hinh vuéng.

Hinh 93
Théit vay, ta cé
e O e e M . B a® a®
CB'CD=(CB+ BB')BA = CB.BA+ BB'.BA = —?+ iy = 0.
Viy c6 CB' L CD, do d6 A'B'CD la hinh vuéng.

Tir d6 dién tich hinh vuéng A'B'CD béang &

Vidu3

Che hinh tir dien ABCD, trong do AB | AC,
AB 1 BD. Goi P va Q la cde diém lan Leot
thuoc cac duong thang AB va CD sao cho
PA = I:P_B., E = kaj (k # 1). Chirng
minh rdang AB va PQ vuéng géc voi nhau
(h.96). Hinh 96
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2 (D8 gidi vi du 3)
Bidu thi PQ theo PA, AC, CQ va PQ theo PB, BD, DQ dé c6

(1- k)PQ = AC - kBD.
Tinh tich vé huéng cla (1 - kJFQ véi AB. Tirdb suy ra diéu phai chimg minh.
Vidu4
Tinh cdc goc giita cdc cdp dwong thdang DA va BC, DB va AC, DC va AB
ctia it dién ABCD, biét rang DA=BC =a,DB=AC=h, DC=AB=c.
Giai

Theo két qua dvidu 2 §1, ta ¢d

2 2
=i c“—bh
CDS(B{., DA) = _2
a
: : , |c'2 = l’?zl
Viay gbéc gitra hai duong thang BC va AD la o ma cosa = ——
a

Twong tir nhir trén, néu goi B va 7 lin luot 14 gée giita cde cap dudng thang
ACva BD, AB va DC thi

|ﬂ2 - £‘2| iaz - hzl

—— R O

cos ff =
e c

Céu hoi va bai tap

Mbi khang dinh sau ¢6 diing khéng ?
a) Hai dudng thang cuing vuéng géc véi dudng thang thir ba thi song song
vai nhau.

b) Hai dwdng thang ciing vuéng gée véi dudng thang thit ba thi vuéng gée
vo1 nhau.

a) Cho vecto n khic O va hai vecto @, b khoéng cung phuong. Chirng minh

rang néu vecto 1 vudng gdc véi ca hai vecto @ va b thiba vecto i, a, b
khéng déng phang.

b) Chitng minh rang ba vectd ciing vuéng géc véi vecto i # 0 thi doéng
phang. Tir d6 suy ra cdc dudng thang ciing vuéng géc véi mot dudng thang
thi ciing song song v4i moét mat phang.
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9. Cho hinh chép S.ABC ¢6 SA = SB = SC vi ASB = BSC = CSA. Chitng minh
rang SA L BC,SB 1 AC,SC 1 AB.

10. Cho hinh tif dién ABCD. Chitng minh rang néu AB.AC = AC.AD = AD.AB
thi AB L CD, AC L BD, AD 1 BC. Diéu nguoc lai ¢6 diing khong ?

11. Cho hinh tir dién ABCD ¢6 AB = AC = AD vi BAC = 60°, BAD = 60°.
Chitng minh rang :

a)AB L CD;
b) Né&u 7 va J lan lwot 1A trung diém cla AB va CD thi I7 L ABvaIJ L CD.

PUGNG THANG VUONG GOC
§ VOI MAT PHANG

1. Pinh nghia dudng théng vuong goc vdi mat phﬁng

Bai toan 1

Cho hai dwong thing cdt nhau b va ¢ cing ndm trong mdt phing (P).

Chitng minh rdng néu dwomg thang a vuéng géc véi cd b va c thi né vuéng

@6c voi moi dicong thang ndam trong (P).
ﬁ 1 (D& gidi bai toan 1)

* Ki higu u, v, w, F lan luct la vecto chi

phudng cla cac dudng thdng a, b, ¢, d, =

trong dé d 1a dudng thdng bat ki nam trong / s .-—f"""d‘ /

(P) (h.97). Gi4 thiét cla bai toan cé nghia G i

lauv=u.w=0.

a

—
U

Hay chimg to 1.7 = 0. Hinh 97

Khi @ vuéng géc véi moi dudng thang nam trong mat phang (P) thi ta néi
rang dudng thang @ vuéng géc véi mat phang (P). Vay ta ¢6 dinh nghia
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DINH NGHIA 1

Mot duong thang goi la vuéng goc vor mot mdt phang néu né
vuéng géc voi moi duéng thang nam trong mdt phang do.

Khi dwdng thang a vuéng gée véi mat phang (P), ta con néi mat phang (P)
vudng goc voi a hoac a va (P) vuéng géc vai nhau, va ki hiéu @ L (P) hoac
(P) la.

Tir bai todn | va dinh nghia trén, ta ¢é dinh 1i sau néi vé diéu kién dé
duong thang va mat phang vuéng géce véi nhau.

-

PINH Li 1

Néu dwomg thang d vuéng géc véi hai duong thiang cdt nhau
a va b cing nam trong mdat phang (P) thi dwéng thang d
viudng goéc voi mdt phing (P).

2 a
R Chimg té rdng néu mét dudng thdng vuéng géc véi hai

canh clia mot tam giac thi né ciing vudng géc véi canh 4 C
thirba, tirc 1a phai chimg minh (h.98) : /

al ABl i

=g L BE.
a Ll AC] X
Hinh 98

2. Cac tinh chat

Tir dinh nghia néu trén, ta ¢6 cac tinh chat sau

Tinh chat 1

C6 duy nhdt mét mét phang (P) di qua mét diém O cho tricée
va vudng géc voi mot duong thang a cho tricoc.

Tinh chat 2

C6 duy nhdt mét dwong thang A di qua mét diém O cho
trieéc va vudng géc véi mét mdt phang (P) cho tricée.

Nhan xét
» Mat phang (P) néi trong tinh chat 1 duge xdc dinh béi hai dudng thang phan
biét b va ¢ ciing di qua di€m O va ciing vudng géc véi dudng thang a (h.99).
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o

Hinlh 99 Hinly 100

* Puong thang A trong tinh chit 2 13 giao tuyén
ctia hai mat phang (Q) va (R) cing di qua O va
lin hrot vudng gée véi hai dudng thang cat nhau
a v b nam trong mat phang (P) (h.100). M

¢ Tir tinh chit 1, ta thdy ¢6 duy nhit moét mat -~

’f
phang vuéng géc véi AB tai trung di€ém O clia doan / :\
thang AB. Mat phang dé goi 1a mdt phing trung ; . '
true cia doan thang AB (h.101). A o B
Dé thdy rang mdt phdang trung tric ciia doan

thang la tap hop cdc diém cach déu hai dau mit
ctia doan thang do.

ﬁ 3 Hinh 1M
Tim tap hop cac diém cach déu ba dinh clia tam giac ABC.

Trong chuwong II, ta di dé cap dén quan hé song song giita hai dudng thang,
giita dudng thang vi mat phang, giita hai mat phang. Két hop véi céc tinh chit
néu trén, ta c¢6 thé chimg minh duwge mét s6 tinh chit néi vé moi lién hé giira
quan hé song song va quan hé vudng géc clia dudng thang va mat phang.

3. Lién hé giira quan hé song song va quan hé vudng géc cua dudng
th%ng va mét phang

Tinh chat 3 (h.102)

a) Mt phang nao vuéng géc véi mét trong hai diong thdang
song song thi ciing vuéng géc voi dudng thiang con lai.

b) Hai duéng thang phdn biét cing vuéng géc véi moét mit
phéing thi song song voi nhau.
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/

Tinh chat 3 duoe viét gon la :
b
o« allb a
=3 5 U T
(P)La /{ |
I
e J_ (P) : i
bl (P = allb.
a =z b Hinh 102

Tinh chat 4 (h.103)

-

N -~ - ’ ’o e 2 . .
song song thi ciing vuéng géc voi mdt phang con lai.

thang thi song song voi nhau.

a) Puong thiang nao vuéng géc véi mot trong hai mdt phdng

b) Hai mat phrffug phan biét ciing vuong goéc vor mét duong

~

- /
Tinh chat 4 dwoc viét gon la :
. P H a
(P)IQ) =al (Q):;
a L (P) / /
]
I
« (P) 1l a :
@ La = (P)IQ).
) # © ﬁ/ | /
1
Nhdn xét
Trong tinh chat 3, néu ta thay cdc cum tir
Hinh 103

"mat phang” thanh "dudng thang", "duwdng

thang" thanh "mat phang", con céc tir khdc giit nguyén thi ta ¢é tinh chat 4.

Tinh chat 5 (h.104)

- a) Cho duong thang a va mdr phdng (P) song song véi Hfl'ﬂ!?\
Duong thang nao vuéng géc véi (P) thi ciing vuéng gée véi a.

b) Néu mét duong thang va mot mdr phdng (khong chita

duong thang dé) cing vuéng géc véi mot duomg thang thi

,\_{‘h ling song song vor nhau. .

99

timdapan.com



Tinh chat 5 duge viét gon la : /é a

! :!i(;f)} = bl a:

o a (P) _— b
g L5 =all (P). /
(P} Lb Hinh 104

4, Pinh li ba dudng vudng géc

Phép chiéu vuong goc
Mot truwong hop thuong gap cua phép chi€u song song la phép chi€u
vudng goc.

DINH NGHIA 2

Phép chiéu song song lén mdt phang (P) theo phitong | viéng géc
vai mdt phing (P) goi la phép chiéu vuéng gée lén mdt phing (P).

Vi phép chi€u vuéng gée lén mat phang (P) 1 trudng hop dic biét ctia phép
chi€u song song nén né c¢bé moi tinh chét cua phép chi€u song song. Phép
chiéu vuong géc lén mdt phdng (P) con duge goi don gian 1a phép chiéu lén
mdt phdng (P). Néu . " 14 hinh chi€u vuéng géc ctia hinh #'trén mp(P) thi ta

cling ndi.#" 14 hinh chiéu cia ./ trén mat phﬁng ).

DPinh li ba dudng vuong goc
PINH Li 2

Cho dirong thang a khéng vuong gée véi mdt phang (P) va
dicomg thang b nam trong (P). Khi dé, diéu kién cdn va di dé b
viéng géc vai ala b vuéng géc véi hinh chiéu a’ ciia a trén (P).

. a
Chirng minh B_-

Né&u a nam trong (P) thi két qua 1 hién nhién. A/

Néu a khéng nam trong (P) thi ta 4y hai
diém phéan biét A va B thuéc a. Goi A" vd  ,—deeemeeme
B’ lan lugt 1a hinh chiéu cia A va B trén A’ =t B
(P), khi dé hinh chiéu @’ ctia duwdng thang / a’
a trén (P) chinh la duong thang di qua hai b

di€ém A" va B’ (h.105). Hinh 105
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Vibc(P)nén b L AA"
Viaynéu b L athibh L mp(a’, a),dodé b L a’.
Nguoce lai, néu b L a"thi b L mp(a’, a), dodé b L a. O
5. Géc giira dudng thﬁng va mat phﬁng
Cho dudng thang @ va mat phang (P). Ta ¢6 dinh nghia sau (h.106)

a a/

YA NVAye /,/”":/

a) h)
Hinlh 106

DINH NGHIA 3
Néu duomg thing a vuéng géc véi mdt phang (P) thi ta néi
rang géc giita duong thang a va mdt p.-’rrfng (P) bdng 90°,
Néu duong thang a khong vuong géc véi mdat phang (P) thi
gdc gilta a va hinh chiéu a’ cia né trén (P) goi la géc giita
duweng thang a va mdt phang (P).
Luu ¥ rang géc giita diwong thang va mdt phang khong vicot qud 00°,
Vidu
Cho hinh chop SABCD ¢é dayla hinh vuong, SA | mp(ABCD).
1. Goi M va N ldn luot la hinh chiéu ctia diém A trén cdc duong thdang SB
va SD.
a) Chitng minh rang MN [/ BD va SC L (AMN).
b) Goi K la giao diém ciia SC véi mp(AMN). Chitng minh tir gidc AMKN
c6 hai dudng chéo vuong goc.
2. Tinh goc giita diwong .f.-’?ffng SC va madat ;Jfrcfn,q (ABCD) khi 5A = aﬁ,
AB=a.
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14.

13.
102

Giai (h.107)

1. a) Hai tam gidc vudéng SAB va SAD
bang nhau ¢é cic dudng cao tuong

img la AM va AN nén BM = DN. Mait
khdc, tam gide SBD can tai dinh §
nén MN song song véi BD.

Ta ¢é BC 1L (SAB) nén BC 1 AM ; mat
khac SB 1 AM, do d6 AM 1 5C.

Tuong tur, AN L SC. Viy SC L (AMN).

b) Do MN /[ BD ma BD 1 (SAC) nén
MN 1 (SAC), tirdo MN 1 AK.

2. Ta ¢c6 AC 1a hinh chi€u ciia SC trén mat phang (ABCD). Mat khic

Hinh 107

AC = a2, SA= a2 nén SCA = 45°. Vay, géc giita SC vi mat phing
(ABCD) bing 45°. O

Céwu hoi va bdi tap

Khang dinh "Mét dudng thang vuéng géc véi hai dudng thang phan biét
trong mat phang (P) thi né vuéng géc véi (P)" ¢é diing khéng ? Vi sao ?

. Cho hai dudng thang a, b vi mat phang (P). Cic ménh dé sau diing hay sai ?

a) Neua//(P)vab L (P)thihl a.

b)Néua//(P)vab Ll athib Ll (P).

c) Néua// (P), b/l athi b/ (P).

Cho diém 8 ¢6 hinh chiéu trén mp(P) la H. Véi diém M bat ki trén (P)

(M khéng tring H), ta goi doan thang SM 1a duwéong xién, doan thang HM 13
hinh chiéu cua dwong xién d6. Chitng minh rang :

a) Hai dudng xién bang nhau khi va chi khi hai hinh chi€u ctia ching
bang nhau.

b) Véi hai dirdng xién cho trude, durdng xién nio dai hon thi ¢é hinh chiéu
dai hon va nguoce lai, dudng xién nao ¢6 hinh chiéu dai hon thi dai hon.

Cho tit dién ABCD. Tim diém O cich déu bén dinh ctia tif dién.
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16.

17.

18.

19.

Cho hinh tir dién ABCD cé AB, BC, (D d61 mét vudéng géc va AB = a,
BC=b,CD=c.
a) Tinh do dai AD. b) Chi ra diém cdch déu A, B, C, D.

Cho hinh tir dién OABC ¢6 ba canh OA, OB, OC d6i mét vudng goée.

a) Chirng minh tam gidac ABC c¢d6 ba géc nhon.

b) Chitng minh rang hinh chi€u H ctia diém O trén mp(ABC) trung véi true
tim tam giac ABC'.

s " | | | 1
¢) Chirng minh rang — = + g
(0]

oH? 04> oB?

o

Cho hinh chép S ABC c6 SA | mp(ABC) va tam giac ABC khéng vuéng. Goi
H va K lan luot 14 trire tam cia cdce tam gide ABC va SBC. Chitng minh rang :
a) AH, SK, BC déng quy ;

b) SC L mp(BHK) ;

c) HK L mp(SBC).

Cho hinh chép S.ABC ¢é ddy 1a tam gide déu canh a vd SA = SB = SC = b.
Goi (7 1a trong tam tam giiac ABC.

a) Chirng minh rang SG 1 (ABC). Tinh 5G.

b) Xét mat phang (P) di qua A va vudng géc véi dudng thang SC. Tim hé
thitc lién hé gitta a va b dé (P) cat SC tai diém €| nam giita § va C. Khi dé
hay tinh dién tich thiét dién ctia hinh chép S.AABC khi cat bai mp(P).

a) Cho tir dién ABCD ¢6 AB L CD, AC L BD. Ching minh rang AD L BC.
Viy, cdc canh déi dién cua tir dién d6 vuéng gée véi nhau. Tir dién nhur thé
goi la tir dién truc tam.

b) Chitng minh cdc ménh dé sau diy i twong duong :

1) ABCD la tir dién truc tam.

ii) Chéin dudng cao cla tir dién ha tir mét dinh tring v6i true tim clia mat
déi dién.

iii) AB® + CD* = AC* + BD® = AD* + BC®,

¢) Chitng minh rang bén dudng cao clia tif dién true tam déng quy tai mot
diém. Diém dé goi 1A truc tam cua tir dién néi trén.
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S

HAI MAT PHANG VUONG GOC

1. Géc giira hai mit phing

V=

104

Cho hai mat phang (P) va (Q). Ldy hai
dudng thang a va b 14n lugt vuong géc véi
(P) va (Q) (h.108). Khi dé, gdc gilta hai
duong thang @ va b khéng phu thude vao
cdch Iwa chon ching vi duge goi 14 gbe b
giita hai mat phang (P) va (Q).

DINH NGHIA 1
Goc giita hai mdt phdng la /
géc giita hai duéng thdng A{
ldn lwot vuéng géc véi hai
mdt phdng do. Hinh 108

Cach xac dinh géc gilia hai mat phang
Khi hai mdt p;'r.r..rfﬁg (P) va (Q) song song hodc triing nhau thi géc giita
chiing bang bao nhiéu ?

Biy gid, gia stt (P) va (Q) cat nhau
theo giao tuyén A. Ta v& mot mat
phang (R) vuéng géc véi A va goi p,
g lin luot 14 giao tuyén cua (R) vdi
(P) va (R) v&i (Q). Khi do, gée giita
(P) va (Q) bang gbc gilta p va q.

That vay, trong mp(R), xét cac
dudng thang @ va b lan lugt vuong
gocvoipvagthia L (P), b L (Q)
va dé thiy géc giifia hai dudng thang
a, b bang géc giita hai dudng thang
P.og (h.]D‘-J) Nhur Vfl}' ta cod: Hinh 109

CHU Y
Khi hai mat phang (P) va (Q) cat nhau theo giao tuyén A, dé tinh
gbc giita chiing, ta chi viéc xét mét mat phang (R) vudng géc véi

A, 1an luot cat (P) va (Q) theo cic giao tuyén p va ¢. Liic dé, géc
giiia (P) va (Q) bang gbc giita hai dudng thang p, q.
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Vidu

Cho hinh chop S.ABC ¢6 SA L (ABC). Goi @
la goc gifia hai mdt phang (ABC) va (SBC).
Chitng minh rdng S g = Sspc-Cos@, o ddy

ki hiéu S g la dién tich tam giac ABC.
Giai (h.110)
Ké dudng cao AH cua tam gidc ABC. Do

SA | mp(ABC) nén SH | BC. Suy ra SHA = ¢ B
va AH = SH .cos@. Tit dé ta ¢6 Hinh 110
| |
Sapc = EB(.‘.AH = EB('.SH.CDS@ = Sgp(.COS P. O

Mé& rong két qua clia vi du trén, ta ¢é dinh 1i téng quét sau day :

-

PINHLI 1

Goi S la dién tich ciia da gidc .#trong mdt phang (P) va 8
la dién tich hinh chiéu .#" ctia .#trén mdt phdang (P") thi
N = S.cose, trong do @la géc giita hai mdt phrfng (P) va (P).

2. Hai mat ph%ng vuong géc

DINH NGHIiA 2
Hai mdt phdng goi la vuéng géc véi nhau néu géc giita chiing
hing 90°.

Khi hai mat phang (P) va (Q) vuéng géc v6i nhau
thi ta con néi gon 1a hai mdat phang (P) va (Q)
vuong goéc, ki hiéu (P) L (Q) hay (Q) L (P).

1

R Cho hinh t& dién ABCD ¢6 AB, AC, AD déi mét vuéng
géc (h.111). Hay chi ra cac dudng thing 1an lugt vuéng
géc véi cac mét phang (ABC), (ACD), (ABD) va fir dé
suy ra cac mat phang ay déi mét vuéng gébe.

Hinh 111

biéu kién dé hai mat phang vuong géc
Dinh 11 dir6i day néi vé mot diéu kién dé€ hai mat phang vuéng géc.

DINH Li 2

Néu mét mdt phang chita mét diong thang vuéng géc véi mét
mdt phang khdc thi hai mdt phdang dé vuéng géc véi nhau.
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Chitng minh (h.112)

Gia str (P) 12 mat phang chita dudng thang « /é
ma a vubéng goc véi mp(Q). Goi H la giao

di€ém cla a vi (Q) thi H thuéc giao tuyén ¢ a
cia (P) va (Q). Trong (Q), ké dudng thang b
di qua H va vuéng géc véi ¢. Khi dé. gée
gitta (P) va (Q) chinh la géc gitta @ va h. Vi

(
a Ll (Q) nén a L b, tir d6 suy ra hai mat H b y
phang (P) va (Q) vuéng géc véi nhau. O

Nguwoge lai, n€u cho hai mat phang vuéng géc Hinh 112
véi nhau thi mat phang niy cé chita dudng thang vuéng géc véi mat phang
kia hay khéng ? Dinh 1i 3 sau day tra 161 cau hoi do.

Tinh chat clia hai mat phang vuong géc
PINH LI 3

Néu hai mdt ;}J:ffng {F} va (Q) vubng gbc vai nhau thi bat cir
dlro'ng thmg a nao nam rmng (P), vu ong gbc vai giao tuyén
ctia (P) va (Q) déu vuéng géc véi mat phang (Q).

Chirng minh (h.112)
Goi ¢ 1a giao tuyén clia (P) va (Q), H 1a giao di€ém clia @ va c¢. Trong
mp(Q), ké dudng thang b di qua di€m H va vuéng géc véi ¢. Khi dé, géc

gitta (P) va (Q) chinh la géc gitra a va bh. Vi(P) L (Q) nén a 1 b. Nhu vay,
ta c6 dudng thang a vubng gbe v6i hai dudng thang b, ¢ cat nhau ciing

thude (Q), suy raa L (Q). O
Tirdinh 1i 2 va dinh 1i 3, ta d& dang suy ra cic hé qua sau :
HE QUA 1 (h.113)

Néu hai mdt phang (P) va (Q) vuéng géc véi nhau va A la
mot diém nam trong (P) thi dwong thang a di qua diém A va
viéng goc voi (Q) sé nam trong (P).

Hé qua 1 duge vi€t gon la : /é
P)L(Q) .
AE (P)
al (0) = ac (P). a
Aega }/

Hinh 113
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HE QUA 2 (h.114)

Néu hai mdt phing cdt nhau va cing vuéng géc véi mdt phang
thit ba thi giao tuyén ctia chiing vuéng géc vor mdt phdng thit ba.

Hé qua 2 dugc viét gon la :

(P)n(Q)=a

(PY L(R) =5 a1l R). ﬁ/\gﬂ
a

(Q) L (R)

Hinh 114

Tir dinh 11 2, ta nhin thiy néu dudng
thang @ vuéng gée véi mat phang (P)
thi qua @ ¢6 vé6 s6 mat phang
vudéng goéc vai (P) (h.115). Vay
khi @ khéng vuéng goc vai (P) thi
c6 bao nhiéu mat phang chia a va
vuéng goc vai (P) ?

Hé qua sau s€ tra 1 cau hoi dé.

_ Hinh 113
HE QUA 3

Qua duwong thing a khéng vuéng goéc voi mdét phing (P) cé
duy nhdt mot mdt phiang (Q) vudng géc voi mdt phing (P).

2 (Pé chimg minh hé qua 3) #

e Lay diém O thudc @, dung dudng thang o

h di qua diém O va vuéng gbc véi (P).

Hay chimg t& mp(a, b) chinh la mp(Q) b

phai tim(h.116). 17T -

* Sir dung hé qua 2 dé ching minh tinh / ;
duy nhat ctia mat phing (Q).

Hinh 116
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3. Hinh lang tru dimg. Hinh hop chir nhat. Hinh lap phuong

Trong chuong II, ta dd néu dinh nghia hinh lang tru. o phan nay, ta sé xét
mot s6 hinh lang tru dac biét.

DINH NGHIA 3

il

o

Hinh lang tru ding

La hinh ldng tru ¢o canh
hén vuéng goc vor mdt
day(h.117).

o Cde mdt bén cua hinh
ldng tru ditng la hinh gi ?
* Cdc mdt bén cua hinh
ldng tru ditng c¢o6 vuong
goc vol mdt day khong ?

Hinh lang tru déu
La hinh lang tru ditng ¢6

diy la da gidc déu

HINH VE
B
A l c
1
1
£ } D
L
A el - c’
E' i
Hinh 117
Ay Ay
] o0/

Cde mdt bén cua hinh
lang tru déu c¢é bhang
nhau khéng ?

I
(h118). e Aﬁj ™ 4s
Fe =1,
’ Nﬁ-?‘:,: 3 A’
S A A
1 !,aﬁ\-\
’6 A’S
Hinh 118
Hinh hop diing Hinh hop ditng ¢o bao
La hinh ldng tru ditng ¢é nhiéu —mdt la  hinh
s g 4 : it nhdt ?
ddy la hinh binh hanh chit nhat :
(h.119). =
\g
Hinh 119
Hinh hop chir nhat Sau mdr cua hinh hop chir
p ) . ( 0]
L i 5 i 1] A ¥y T
La hinh hop ditng 6 ! ;T{W; ;{{ "';hffl !,h;’ ”.i”m"”
day la hinh chir  nhat ! e bR T ;
] oo giroc lai, mot hinh hop
(h.120) b Ngirgc lgi, mot hinh hop
£ = ma sau mdt ctia né la hinh
Hinht 120 chit nhét cé phai la hinh

hép chit nhdr khéong ?
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DINH NGHIA 3 HINH VE
Hinh lap phuong | Hinh hop chit nhat ma
1 . A 7] - ar &
La hinh hop chit nhat ¢6 | f"-’f’” tich cdc madt hfff’“
tdt cd cdac canh bing : bdang nhau cé phai la
nhau (h.121). J— = hinh lap phwong hay
s khong ?
Hinl 121

Bai toan
Tinh dé dai dwong chéo cua hinh hép chit nhdt khi biét dé dai ba canh xudt
phat tie mét dinh la a, b, ¢ (a, b, ¢ goi la ba kich thide cua hinh hép chit nhat).

Giai (h.122) B c

Tir AC’ = AB + AD + AA’ A : D

vAi  ABAD = ABAA'= ADAA' = 0 . -

ta co FE = a® +b* + 2 A: D

hay AC = Ja? + b2 + 2. Hinh 122

Twong tir cde dudng chéo con lai cling bang JHE . o r O

Do dai dwong chéo ciia hinh ldp phiwong canh a bang bao nhiéu ?

4, Hinh chép déu va hinh chép cut déu

DINH NGHIA 4
Mot hinh chép diwcoc goi la hinh chép déu néu ddy cua né la
da gide déu va cdc canh bén bang nhau. g

Hinl 123
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Ta biét rang d6i véi mot hinh chép bat ki, dudng thang vuéng gée véi mat
day ké tir dinh goi 1a duwéng cao cia hinh chép.

Cdc két qud sau déay vé hinh chép déu cé diing khéng ? Vi sao ?
* Mér hinh chép la hinh chép déu khi va chi khi ddy cua né la da gide déu
va dudng cao cuia hinh chép di qua tdm cua dday (tdm cua da gidc déu
chinh la tam dicong tron ngoai tiép va ndi tiép da gide do).
* Mot hinh chép la hinh chép déu khi va chi khi ddy cia né la da gidc déu
va cdc canh bén tao véi mdt day cdc géc bang nhau.

i b
DINH NGHIA 5
Khi cdt hinh chép déu boi mot *1?'%“:‘
mdt phdng song song véi ddy ,";'r: !1;1"‘
dé dige mét hinh chdp cut thi YR

hinh chép cut do diwoc goi la
hinh chop cut déu.

-

e ————

Poan néi tAm coa hai ddy duoe goi la
duwong cao cua hinh chép cut déu.

Tai sao trong hinh chép cur déu, cdc mdt
bén la nhitng hinh thang cdn bdng nhau ?

- o Hinh 124
Em co biét
.”‘5‘.

Nhiéu Kim tu thap (tir
Han - Viét nghia la cai
thap hinh chir kim &,
tlre 1a hinh chép) da dugc
xay dung & Ai Cap bat
dau khoang 2500 nam
trudc cong nguyén. Cac
thap d6 la nhiing ngdi mé
clia vua, hoang hau, ...
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i

Kim tu thap Ké-8p (Chéops) (& hinh trén) la thap 16n nhat. Né dudc coi |a mét
trong bay ki quan clia thé gii. D6 l1a mét hinh chép tir giac déu, day 1a mét hinh
vudng c6 canh dai khoang 230m, ngay xua co chiéu cao khoang 147m, ngay
nay chi cén cao 138m do bi x6i mén & dinh. Trong hon 4000 nam, d6é la kién truc
cao nhat thé gidi. Mai dén théi Trung c¢d mdéi c6 mot s6 nha thd cao hon. Thap
nang khoang 6 triéu tdn va dude tao thanh bdi hon 2 300 000 tang da.

J bén trong kim tu thap Ké-6p c6 "bubng clia vua' dang hinh hop chir nhat, dai
20 "canh tay", rong 10 "canh tay", cao 11,18 "canh tay" ("canh tay" la don vi do
dai thdi cd, xap xi 52,5cm). S6 do kha Ié 11,18 nay da hap dan cac nha khao ciiu :
phai chang cé thé gidi thich diéu nay khi tinh dé dai dusng chéo hinh hép va do
dai dudng chéo mat bén cla hinh hop dé ?

Cau hoi va bai tap

. Cic ménh dé sau ding hay sai ?

a) Hai mat phang cling vuéng gbéc véi mat phang thit ba thi song song
vdi nhau ;

b) Hai mat phang ciing vuéng géc véi mat phang thir ba thi vuéng géc
v&i nhau ;

¢) Qua mét dudng thang cho trude c¢é duy nhat mét mat phang vuéng gée
véi moét mat phang cho trude ;

d) C6 duy nhit mét mat phang di qua mét diém cho truée va vudng goc véi
hai mat phang cat nhau cho truée ;

e) Cdc mat phang cing di qua mot diém cho truée va vuéng goc véi moét
mat phang cho truée thi luén di qua moét dudng thang c¢é dinh ;

f) Hinh lang tru c¢6 hai mat bén la hinh chi nhét 1a hinh lang tru ding :

¢) Hinh chép ¢6 diy 1a da gidc déu va ba canh bén bang nhau 14 hinh chép déu.

Cho hinh hép ABCDAB'C'D" c6 AB=a, BC= b, ("= ¢.Néu
2

AC'=BD'=B'D=a* + b +¢
thi hinh hop d6 ¢é phai 14 hinh hép chir nhat khéng ? Vi sao ?
Cho hinh lip phuwong ABCD.A'B'C’D’ ¢6 canh bang a.
a) Chirng minh rang AC’ vuéng gbe véi hai mat phang (A'BD) va (B'CD").

b) Cat hinh lap phuwong b&i mat phang trung trire ctia AC’. Chimg minh thiét
dién tao thanh 13 mét lue gide déu. Tinh dién tich thiét dién dé.

. Cho hinh chép S ABCD c6 day 1a hinh vuéng canh a va SA | (ABCD), SA = x.

Xdc dinh x dé hai mat phang (SBC) va (SDC) tao véi nhau géc 60°.
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25. Cho hai mat phang vuéng géc (P) va (Q) c¢6 giao tuyén A. Liy A, B cling thuodce
Avaldy C € (P), D € (Q) sao cho AC L AB, BD 1 AB va AB = AC = BD.
Xic dinh thiét dién cta ¢ dién ABCD khi cat bdi mat phang (@) di qua
diém A va vuéng gbe véi CD. Tinh dién tich thiét dién khi AC = AB= BD = a.

26. Hinh hép ABCD.A'B’C’D’ 1 hinh hop gi néu thoa min mét trong cic diéu
kién sau ?

a) Tit dién AB'CD’ ¢é céc canh d6i bang nhau ;
b) Tir dién AB'CD’ ¢6 cac canh déi vuéng goc ;
¢) Tir dién AB'CD’ 14 tir dién déu.

27. Cho hai tam gidc ACD, BCD nam trén hai mat phang vuéng géc véi nhau
vi AC = AD = BC = BD = a, CD = 2x. Goi I, J 1an luot 13 trung diém clia
ABvaCD.

a) Tinh AB, IJ theo a va x.
b) Vé&i gid tri ndo cha x thi hai mat phang (ABC) va (ABD) vuéng géc ?

28. Cho tam gidc ABC va mat phang (P). Biét géc giita mp(P) v mp(ABC)
14 @(@+# 90°) ; hinh chi€u ctia tam gidc ABC trén mp(P) 1a tam gide AB'C’.
Chirng minh rang

Saper=Sapc - COSP.
Huédng dan. Xét hai trudng hop :

a) Tam gidc ABC c6 mo6t canh song song hoac nam trong mp(P) ;

b) Tam gidc ABC khéng c6 canh nao song song hay nam trong mp(P).

KHOANG CACH

1. Khodng cach tir mdt diém dén mdt mat phing, dén mét dudng thing

Dé di dén khdi niém khoang cdch tir mét di€ém dén mét mat phang hoac
mét dudng thang, ta xét hinh chi€u vuéng géce clia diém dé trén mat phang
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hodc dwdng thang. Trén hinh 125a), ta ¢é H 1a hinh chi€u clia M trén
mp(P) vi trén hinh 125b), ta ¢6 H 14 hinh chiéu clia M trén dudng thang A.

M
M
H A
a) b)
Hinl 125
Ta c6 dinh nghia sau :
DINH NGHIA 1

Khodng cdch tic diem M dén mdt phdng (P) (hodc dén duong
thang A) la khodng cdch gifta hai diém M va H, trong dé H la
hinh chiéu ciia diém M trén mdt phiang (P) (hodc trén dicong
thiang A).
Khodng cdch tir diém M dé€n mat phang (P) duoc ki hiéu 14 d(M ; (P)).
Khoang céch tir diém M dén dudng thang A dwoc ki hiéu 1a d(M ; A).
Trong cdc khodng cdch tir M dén mét diém bdt ki thuéc mdt phang (P),
khodng cdch nao la nho nhdt ?

Ciing cau hoi nhi trén néu thay mdt phang (P) bai duong thiang A.

2. Khoang cach giira dudng thﬁng va mat ph:‘:ing song song, giltra hai
mat ph%ng song song

Cho dudng thang a song song v6i mat phang :
(P). Véi hai di€ém A, B bat ki trén a, hién ¢
nhién ta ¢é d(A ; (P)) = d(B ; (P)) (h.126).
Nhur vay, d(A ; (P)) khéng phu thude vao vi -
tri clia di€m A khi A thay déi trén a. Tir d6 ta J/lx/
¢6 dinh nghia H
/o
DINH NGHIA 2 Hinh 126

“ Khoang cdch giita duong thdng
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a va mdt phdng (P) song song vdi a la khodng cdch tit mét diém
nao dé ctia a dén mat phang (P).

Ki hiéu khoang cich giita dudong thang « va mat phang (P) song song vdi
néla d(a; (P)).
Khi dicong thang a song song véi mdt phdang (P), trong cdc khodng cdch tir mot

diém bat ki ciia a dén mot diém bat ki cia (P), khoang cach néo la nho nhdt ?

Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Khi / M /
Ay, dé thdy d(A ; (Q)) = d(B ; (Q)) v6i A, B 1a l
hai diém bat ki thuée (P), tire 12 d(A ; (Q))
khéng phu thude vio vi tri ctia di€ém A khi A
K /
H -
Tir d6 ta ¢6 dinh nghia Hinh 127

thay déi trén (P) (h.127).

DINH NGHIA 3
“ Khodng cdch giita hai mdt phang song song la khodng cdch
tir mot diém bdt ki cita mét phang nay dén mdt phdng kia.

Ki hiéu khoang cédch giita hai mat phang song song (P) va (Q) 1a d((P) ; (Q))
thi d((P) ; (Q)) = d(A ; (Q)) = d(C ; (P)), trong d6 A 12 mot diém nao dé
thude (P) va € 12 mot diém nao dé thude (Q).

Trong cdac khodng cach giita hai diém bdt ki lan liot thuée hai mdt phrﬁng
song song, khoang cdch nao la nho nhdt ?

3. Khoang céach giira hai dudng thing chéo nhau
Bai toan
Cho hai diong r‘htfng chéo nhaw a va b. Tim duong thang ¢ cdit cd a va b
dong théi vuéng géc voi cd a va b.
Giai

Do a va b chéo nhau nén cé duy nhat

mat phing (Q) chita dudng thang b va r g
song song véi duding thang a. |
Mat phang (P) di qua a va vuéng géc ¢

véi (Q) cat dudng thang b tai diém J.

Goi ¢ la dwong thang di qua J va vuéng _:::__"a_'“_
gbe véi (@) thi ¢ nam trong mp(P), do >
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dé ¢ cit a tai diém 1. Khi 4y ¢ 1a dudng thang phai tim (h.128).
O

R Chimg minh tinh duy nhat clia dudng thang ¢ trong bai toan trén.

¢
Thuat ngiv /
Dudng thang ¢ néi trén goi 12 duéng vuong goc /

chung cua hai duong ﬂufng chéo nhau a va b.

Néu dudng vudéng géc chung cat hai dudng thang
” " 5 % 2 Wiy —

chéo nhau tai I va J thi doan thang IJ goi la dean JN

vuong géc chung cua hai duong thang dé (h.129).

Hinh [29
DINH NGHIA 4

Trong cdc khodng cdch giita hai diém bdt ki ldn lwot ndm trén hai dudng

Khodng cdch giita hai dwong thdng chéo nhau la dé dai
doan vuong géc chung cia hai duéng thang dé.

thang chéo nhau, khodng cdach nao la nhé nhdt ?

Néu goi (P) va (Q) 1a hai mat phang song
e % . - Ay > I a
song v&i nhau lan lwot di qua hai duwong thang ///

@ va b thi ré rang :

II=d(a;(Q))=d(b;(P))

= d((P); (Q)) (h.130). /\ /
Vaytacéd: JN

Hinh 130

Nhdan xét

1) Khodng cdch giita hai diémg thang chéo nhau bdng khodng cdch giita mot
trong hai dwong thang dé va mdt phang song song véi né, chita duéng thang
conlai.

2) Khodng cdch giita hai dwong thang chéo nhau bang khodng cdch giita
hai mdt phang song song ldn licot chita hai dwong thing do.
4. Mdt sd vi du
Vidul
Cho hinh hép chit nhdt ABCDAB'C'D’ c6 AB=a, AD=bh,AA'=c.
a) Tinh khodng cdch tiv diém B dén mdt phiang (ACC’'A"),
b) Tinh khodng cdch giita hai diomg thang BB’ va AC”.
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¢) Tinh khodng cdach giita hai mdt phang (AB'C) va (A'C’D) trong trudng
hopa=h=c.

Gidi (h.131) A D
a) Ké BH vuéng gbe véi AC, do -1 - i
BH 1 AA’ B 7 i\ Soges
nén BH 1 (ACC'A)). L AN S
Véy d(B ; (ACC'A")) = BH. Ta ¢6 :" | f :’ 4
BH .AC =BA . BC. ;S kY AL I

hay BH = —pm o~ A,

Ja‘z + b’ B‘: """ il

b) BB’ va AC" chéo nhau ma BB’ [/ (ACC’A")
nén

Hinli 131

d(BB' ; AC") = d(BB' ; (ACC'A")) = d(B ; (ACC'A’)) = —pmime.
Jaz + b
¢) Dé thay mp(AB’C) vi mp(A'C’D) song song v6i nhau. Do a = b = ¢ nén
ABCD.A'B'C’D’ la hinh lap phuong. Khi d6, goi K va K’ lan lwot la tim cua
hai hinh vuéng ABCD va A'B’C’D’ thi mp(KK’D’D) 14 mat phang trung truc
cua A'C’. Tir d6 suy ra mp(KK'D'D) vubng goc véi mp(DA'C’). Ke KI
vuéng géc véi giao tuyén DK’ clia hai mat phang dé thi KI L mp(A'C’'D).
Viy khoang cich giira hai mat phang (AB’C) va (A'C’'D) bang KI.

Ta cé tam giac KK'D vubng tai K nén

t 4 8 4 4 3
RI> DR’ ERC ({,‘/5]2 i &
2

af3
2

Chi v ring BD’ vuéng géc véi hai mat phang (ACB"), (DA'C’) va di qua
tam (7, (G’ cua hai tam gide déu AB'C, DA'C’. Tir dé suy ra khoang cich cin

tire la KI =

\ i |
tim ciing bang GG’ va bang EBD'. O

Vidu2
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Cho hinh chép S.ABCD ¢é day la hinh vuong canh a, SA L (ABCD) va
SA = a. Tinh khodng cdch giita hai diong thing
a) SBva AD ; b) BD va SC.
Gidi (h.132)
a) Ta ¢6 AD | (SBA), ké AH vuéng gée véi
SB thi AH 1a dudmg vuéng géc chung clia SB
va AD. Vay

d(AD ; SB) = AH.
Vi AH la dudng cao cua tam gidc vudng can

SAB nén
Al = (I‘JE |

2
Tirdé  d(AD ; SB) = f‘zﬁ Hinh 132

b) Ta ¢6 BD vubng gbéc vGi mp(SAC) tai tam O cua hinh vuéng ABCD.
Trong mp(SAC), ké OK vubng gbc véi SC thi OK 1a dudng vuéng gbc
¥ LY L | 4 . LIk 1 Y Y
chung cia BD va SC. Dé thay d(BD ; SC) = OK = EAI (Al la duong cao

cua tam gidc vuéng SAC). Ta cd

et b Ly 1
A2 As? AC? &2 242
§)
nén Al = HT, tir d6 d(BD ; SC) = Hﬁf:-l =

Céu hoi va bai tap
Cho tir dién ABCD ¢6 AC = BC = AD=BD =a, AB= ¢, CD = ¢’. Tinh
khodng cdch giita hai dudng thang AB va CD.
Cho hinh lang tru ABC.A'B’C” ¢6 tit ci cdc canh déu bang a. Géce tao bdi
canh bén vd mat phang ddy bang 30°. Hinh chi€u H cta diém A trén mat
phang (A'B'C") thudc dudng thang B'C”.
a) Tinh khodng cdch giita hai mat phang ddy.
b) Chitng minh rang hai dudng thang AA’ vd B’C’ vubéng gbe, tinh khoing
cdch gifra ching.

. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢é canh bang a. Tinh khoang cdch

giita hai dirdng thang BC’ va CD’.
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Cho hinh hép chir nhit ABCDAB'C'D"c6 AB=AA"= a, AC'= 2a.

a) Tinh khoang cach tir diém D dén mat phang (ACD").

b) Tim dudng vuéng gbée chung cla cdc dudng thang AC’ va D', Tinh
khodng cach giita hai dudng thang ay.

. Cho hinh hép thoi ABCD.A'B'C'D’ ¢6 cdc canh déu bang a va

BAD = BAA’ = DAA’ = 60°. Tinh khoing cich giita hai mat phang ddy
(ABCD) vd (A'B'C'D’).

. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh chir nhit va AB = 2a, BC = a. Cac

canh bén cna hinh chép bang nhau va bang .:NE :

a) Tinh khoang cdch tir § dén mat phang ddy (ABCD).

b) Goi E va F 1an lugt I trung di€ém ctia cde canh AB va CD ; K 13 diém bét
ki thuoc dudng thang AD. Chimg minh rang khoang cich giita hai dudng
thang EF va SK khéng phu thudce vio K, hiy tinh khoang cdch dé theo a.
Cho tir dién ABCD. Chitng minh rang néu AC = BD, AD = BC thi dudng
vudng géc chung ciia AB va CD 1a dudng thang néi trung diém clia AB v
CD. Diéu nguoe lai ¢é diing khéng ?

ON TAP CHUONG III

| = Tém tat nhirng kién thirc cdn nhé

1.

118

Dinh nghia vecto va cdc phép todn vecto trong khéng gian cling giéng nhu
trong mat phang. Ngoai ra :

a) Ba vecto goi 1a déng phang khi cdc gid ciia ching cling song song vdi
mot mat phang.

b) Diéu kién cin va dt dé ba vecto @, b, ¢ déng phang 14 ¢6 ba s m, n, p
khong déng thdi bang 0 sao cho ma + nb + pé = 0.

¢) Néu ba vecto a, b, ¢ khong déng phang thi mdi vecto d déu c6 thé
vi€t dudi dang d = ma + nb + pé, véi cde s6 m, n, p duy nhét.

Hai dudmg thang goi la vudéng géc véi nhau néu gbe giita chiing bang 90°

— Mot dudng thang goi 13 vudng géc véi mét mat phang n€u né vudng goc
véi moi dudng thang trong mat phang dé.

— Dudng thang a vuéng gée véi mp(P) khi va chi khi a vuéng gée véi hai
dudng thang cat nhau cling nam trong (P).
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— Dinh i ba dudng vuéng géc : Pudng thang b nam trén mp(P) vubng goc
véi dudng thang a (a khéng vuéng gée véi (P)) khi va chi khi né vubng
g6e voi hinh chiéu (vuéng goc) cua a trén (P).

— Géc giita dudng thang va mat phing 1 gée giita dudng thang va hinh
chi€u ctia dudng thang dé trén mat phang (n€u hinh chi€u dé 13 mét diém
thi xem géc giita dudng thang va mat phang bang 90°).

— Géc giira hai mat phang 14 gée giira hai dudng thang 1dn lwot vudng géc
véi hai mat phang dé.

— Hai mat phang goi 12 vuéng gée véi nhau n€u géce giira chiing bang 90°.

— Diéu kién cin va di dé hai mat phang vuéng géc véi nhau 1a mat phang
nay chira duong thang vudng gbc vai mat phang kia.

— Khoang céch tir mét diém dén mét mat phang (dudng thang) 1a khoang

cich tir diém dé dén hinh chi€u ctia né trén mat phang (dudng thang).

— Khoang cdch giita dudng thang @ vh mat phang (P) song song véi a la
khoang cich tir mét diém nao dé clia ¢ dén mat phang (P).

— Khoang cich giira hai mat phang song song la khoang cich tir mét diém
bat ki cua mat phang nay dén mat phang kia.

— Khoang cdch gitta hai dudng thang chéo nhau a va b 14 do6 dai ctia doan
vuéng géc chung I7, trong dé I, J 1a cac giao diém cia dudng vuéng goc
chung clia @ va b véi a va b.

~ Khoédng cédch giita hai dirdng thang chéo nhau biang khoang cich giira
mét trong hai dudng thang dé v mat phang song song véi né, chira dudng
thang con lai.

— Khoang céch giita hai dudng thang chéo nhau bang khodng c4ch giita hai
mat phang song song lan lugt chita hai dudng thang dé.

— Mat phang di qua trung diém O ciia doan thing AB va vuéng géc véi AB
goi |a mat phang trung truc ctia AB.

— Mat phang trung trirc clia mét doan thang 12 tip hop cdc di€m cédch déu
hai ddu muiit ctia doan thang dé.

— Tap hop cédc di€ém cdch déu ba dinh clia tam gidec ABC 13 dudng thang
vuéng géc véi mat phang (ABC) va di qua tim dudng tron ngoai ti€p tam
gidc ABC. Dudng thang dé duwoge goi la truc cua tam gide ABC.

Il - Cau hdi tu kiém tra

i

Cho tir dién ABCD. Goi G la trong tam cua tir dién va A’ la trong tim tam
gidc BCD. Cic khang dinh sau ding hay sai ?
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—

a)ﬁ+?‘8ﬁ+a"+@'=0;

b) MA + MB + MC + MD = 4MG v6i M 1a mot diém tuy ¥ ;
— 2_.

c) GA=——=A4A" ;
3

d) AB+ AC + AD = 344" .

2. Trong khéng gian, hdy néu cach chimg minh :
a) Pudng thang vuéng géc véi dudng thang ;
b) Dwdng thang vuéng gée véi mat phang ;
¢) Hai mat phang vuéng géc véi nhau.

3. Hay néu cach tinh :
a) Khoang cdch tir mot diém dén mét dudng thang ;
b) Khoang cdch tir mot di€ém dén mét mat phang ;
¢) Khoang cdch giita mot dudng thang vi mét mat phang song song véi né ;
d) Khoang céch giita hai mat phang song song ;
e) Khoang cdch giita hai dudng thang chéo nhau.

Il - Bai tap

1. Titdién OABC c6 OA = OB= OC = a va AOB = AOC = 60°, BOC = 90°.
a) Chimmg td rang ABC 1a tam gidc vudng va OA | BC .

b) Tim dudng vuéng gbéc chung IJ cua OA va BC ; tinh khoang cdch gitra
hai dudng thang OA va BC.

¢) Chitng minh ring hai mat phang (ABC) va (OBC) vudng gbc vé6i nhau.

——

2. Cho hinh chép SABC c6 SA = SB = SC = a, ASB = 120°, BSC = 60°,
CSA = 90°.
a) Chimng to rang ABC' 14 tam gide vudng.
b) Tinh khoang cdch tir § d€n mat phang (ABC).

3. Cho hinh chép §.ABCD c6 ddy la hinh vuéng canh a, SA 1 (ABCD). Hai diém
M va N lan lwot thay déi trén hai canh CB va CD, dat CM = x, CN = y. Tim
hé thire lién hé giira x va y dé :

a) Hai mat phang (SAM) va (SAN) tao véi nhau géc 45° ;
b) Hai mat phang (SAM) v (SMN) vuéng géc véi nhau.

4. Tam gidc ABC vuong c6 canh huyén BC nam trong mp(P), canh AB vad AC
lan lwot tao véi mp(P) cic gée B va y. Goi a la géc tao boi mp(P) va
mp(ABC). Chitng minh ring sinq = sin?ﬁ + sinz}’.
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Cho tir dién OABC ¢6 OA, OB, OC db6i mét vudéng goc véi nhau va OA = a,
OB = b, OC = ¢. Goi H l1a hinh chi€u cta O trén mat phang (ABC). Tinh
dién tich cac tam giac HAB, HBC va HCA.

Cho hinh lang tru ditng ABC.A'B'C” ¢6 ddy ABC la tam gidc vuéng tai
dinh ', CA = a, CB = b ; mit bén ABB’A’ 1 hinh vuéng. Goi (P) 1a mat
phang di qua € va vubng géc véi AB’.

a) Xdc dinh thiét dién cta hinh lang tru di cho khi cat b&i (P). Thiét dién
la hinh g1 ?

b) Tinh dién tich thiét dién néi trén.

Mot tir dién duge goi 1 gan déu néu cie canh d6i bang nhau timg déi mot.
Véi tit dién ABCD, chitng to céc tinh chét sau 1a tuong dwong :

a) Tir dién ABCD la gan déu ;

b) Céc doan thang n6i trung di€ém cap canh déi dién déi mét vudng goc
véi nhau

¢) Cic trong tuyén (doan thang néi dinh véi trong tam mat déi dién)
bang nhau ;

d) Téng cdc géce tai mdi dinh bang 180°.

Cho tit dién ABCD. Cat tr dién d6 theo cdc canh AB, AC, AD va trai cdc
mat ABC, ACD, ADB 1én mat phang (BCD) (xem hinh 133). Hinh phang
gébm cdc tam gidc BCD, A/BC. ACD, AyBD goi la hinh khai trién cla

tir dién ABCD trén mat phang (BCD).
" A O A A
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1.

L3

e
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Hinh 133
a) Chirng to hinh khai trién ctia tif dién gan déu ABC'D trén mp(BCD) 1am
thanh mét tam gidac nhon.
b) Diing bia ciing cit vi din dé c6 mot tir dién gan déu.

Céac cau hdi tric nghiém

Cho hinh tif dién ABCD c¢6 trong tim (7. Ménh dé nao sau diy la sai ?

AR,

(A)G(;:i[a+ﬂ_ﬂ'+0_t:+a)'); {B)ﬁ+aﬁ'+ﬁ+a}:ﬁ;
4G = (4B + AC + AD) AG = (4B + 4C + AD)
(C)A(r:EAB+A(.+AD; (D)A(r:IAB+A(,+AD.

Ménh dé nao sau day la ding ?

(A) Hai dudng thang ciing vuéng géc véi mét dudng thang thi song song
v&i nhau ;

(B) Hai dudng thang ciing vudéng gée véi mot dudng thang thi vudng géce
v&i nhau ;

(C) Mot duong thang vuéng gée véi moét trong hai dudng thang song song
thi vuéng gée véi dudng thang kia ;

(D) Mét dudng thang vuéng gée véi mot trong hai dudng thing vuéng gée
véi nhau thi song song véi duwdng thang con lai.

Cho hai duong thang phan biét @, b vi mat phang (P), trong d6 a L (P).
Ménh dé nio sau diy 14 sai ?

(AYNéu h// (P)thib 1l a; (BYNéu b L (P)thib//a:
(C)Néu b //athi b L(P); (D)yNéu b L athib /] (P).

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Hai dudng thang cling vuéng géc véi moét mat phang thi song song ;

(B) Hai dudng thang phan biét cling vubéng géc véi mot duong thang thi
song song ;
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(C) Hai mat phang phan biét ciing vuéng géc véi moét dudng thang thi
song song ;
(D) Hai mat phiang phan biét cling vuéng géc véi mot mat phang thi
song song.

Ménh dé nao sau day la ding ?

(A) Hai mat phang vuéng géc véi nhau thi moi dudng thang nam trong mat
phang nay s& vuéng gée véi mat phang kia ;

(B) Hai mat phang phan biét cliing vuéng gbéc véi médt mat phang thi
vuéng gbée vai nhau

(C) Hai mat phang phan biét ciing vuéng gbéc véi mét mat phang thi
song song v&i nhau ;
(D) Ba ménh dé trén déu sai.

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nio ding ?

(A) C6 duy nhit mo6t dudng thang di qua mét diém cho trwde va vudbng géc
véi mét dudng thang cho trude ;

(B) C6 duy nhiat mét mat phang di qua mét dudng thang cho trude va
vubéng goc véi mot mat phang cho trude ;

(C) C6 duy nhit mét mat phang di qua mét di€m cho trrde va vuéng géce
véi mét mat phang cho truée ;

(D) Cé duy nhit mét mat phang di qua mét diém cho trirde va vubng gée
vGi mot dudng thang cho trude.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Néu hinh hép ¢6 hai mat 14 hinh chit nhat thi né 1a hinh hép chir nhat ;
(B) Néu hinh hép ¢é ba mat 1a hinh chir nhat thi né la hinh hép chir nhit ;
(C) Néu hinh hop ¢6 bén mat 1a hinh chir nhét thi né 1a hinh hop chir nhit ;
(D) Néu hinh hép ¢6 nam mat 1a hinh chir nhét thi né 1a hinh hép chir nhat.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nio ding ?
(A) Néu hinh hép ¢6 hai mat 1a hinh vuéng thi né la hinh 1ap phwong ;

(B) Néu hinh hép ¢é ba mat chung mét dinh 1a hinh vuéng thi né la hinh
lip phirong ;

(C) Néu hinh hop ¢6 sdu mat bang nhau thi né 14 hinh lip phuong ;
(D) Néu hinh hép cé bén dudng chéo bang nhau thi né 1a hinh lap phwong.

Cho hinh chép S.ABC ¢é ddy la tam gide déu. Tim ménh dé ding trong céc
ménh dé sau :

(A) S.ABC 13 hinh chép déu néu cdc mat bén ctia né 1i tam gidc can ;
123
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10.

11.
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(B) S.AABC 13 hinh chép déu néu cidc mat bén ctia né 14 tam gidce cin véi dinh S ;
(C) S.ABC' 14 hinh chép déu néu gée giita cdc mat phang chita cdc mat bén
vA mat phang chita ddy bang nhau ;

(D) S.ABC 13 hinh chép déu néu cdc mat bén cé dién tich bang nhau.

Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Purdng vuéng gée chung ctia hai dudng thang chéo nhau thi nam trong
mat phang chita dudng thang niy vi vuéng gée véi dudng thang kia ;

(B) Buong vuéng géc chung cta hai dudng thang chéo nhau thi vuéng géc
véi mat phang chita dudng thang nay va song song véi dudng thang kia ;

(C) Mot dudng thang 13 dudng vudng gée chung ciia hai diwdng thang chéo
nhau néu né vuéng géc véi ca hai dudng thang dé :

(D) Cac ménh dé trén déu sai.

Hinh tir dién ABCD ¢6 AB, AC, AD déi mét vudng gée va AB = AC = AD = 3.
Dién tich tam gidc BCD bang

93 o2 27

A) — ; B—' YT D) —.
()2 (B) (C) {)2

Hinh hop ABCDAB'C'D’ ¢6 AB = AA’ = AD = avh A’AB = A'AD = BAD = 60°.
Khi dé, khoang céch giita cdc dudong thang chita cdc canh d6i dién cla ti
dién A’ABD bang :

P “""{_ (©) ay2 ; X

: B D) —.
> (B) {)2

BAI TAP ON CcUOI NAM

Cho tam gidc ABC va cdc di€m M, N, P lan luot 1a trung diém clia cde canh
BC, CA, AB.

a) Xét bén tam gidc APN, PBM, NMC, MNP. Tim phép doi hinh bién tam
gidac APN lan luot thanh mét trong ba tam gidc con lai.

b) Phép vi tr nao bi€n tam gidc ABC thanh tam gidc MNP ?

c) Xét tam gidc cé ba dinh 1a rruc tam cla ba tam gide APN, PBM va
NCM . Chiing t6 rang tam gidc dé bang tam gidc APN. Chirng minh diéu dé
cling ding néu thay truc tam bang trong tdm, hoac tam duéng trén ngoai
tiép, hoac tam dwong tron ngi tiép.
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Cho tir gidc ABCD nbéi ti€p dudng tron (0). Goi M, N, P, Q lan lrot Ia
trung diém cla cdc canh AB, BC, CD va DA. Ké MM’, NN’, PP’, QQ’ lin
lwot vubéng goc véi CD, DA, AB, BC,

a) Goi I 1a giao diém clla MP vd NQ. Phép déi ximg tam H; bién cdc
duong thang MM’, NN’, PP’, QQ’ thanh nhimg dudng thang nao ?

b) Ching t6 rang bén diwdng thang MM’, NN’, PP’, QQ’ déng quy tai mot
diém. Nhan xét gi vé vi tri diém déng quy va hai diém 1, O ?

Cho tam gidc ABC va hai hinh vuéng ABMN, ACPQ nhir hinh 134.
a) Xdc dinh phép quay bién tam gidc ABQ thanh tam gidc ANC'.

0

Hinh 134
b) Chirng to rang hai doan thang BQ, CN bang nhau va vuéng géc véi nhau.

¢) Goi O, O’ 1a tam cla cdc hinh vuéng, I 1a trung diém cta BC. Chimg
minh rang tam gidc OIO’ |a tam gidc vuéng can.

Cho tir dién ABCD. Goi M, N lan lwot la trung diém cliia BC va BD ; P la
moét diém thay déi trén doan thang AD.

a) Xdc dinh giao diém Q ctia mp(MNP) va canh AC. TG gidc MNPQ Ia
hinh g1 ?
b) Tim qu¥ tich giao diém I cia QM va PN.
¢) Tim quy tich giao di€ém J clia QN va PM.
Cho hinh hép ABCD.A'B’C’'D’. Diém M nam giita A va D, di€ém N nam giira
¢’ va (" sao cho A S .
M NC’
a) Chitng minh rang dudng thang MN song song véi mp(ACB).

b) Xdc dinh thi€t dién cla hinh hop khi cat bdi mat phang di qua MN va
song song véi mp(ACB").
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126

Cho ba tia Ox, Oy, Oz khéng déng phang. Chitng minh rang cdc tia phan
gidc ngodi clia cdc géc xOy, yOz va zOx dbng phang.

Cho hinh chép SABC. Goi K va N lan lugt I trung di€m ctia SA vi BC ;
M 1a diém nam gitra § va C.

a) Chitng minh rang mat phang di qua K, song song véi AB va SC thi di qua
diém N.

b) Xdc dinh thiét dién cta hinh chép S ABC khi cat bdi mp(KMN).
Chitng t6 rang KN chia thiét dién thanh hai phin ¢é dién tich bang nhau.
Cho hinh chép tif gidc déu S.ABCD cé canh ddy bang a va canh bén
bang a2

a) Tinh khoang cach tir § dén mp(ABCD).

b) Tinh khoang céch giita dudng thang AB va mp(SCD).

¢) Tinh khoang cdch giita hai dudng thang AB vi SC.

d) Goi (P) 1a mat phang di qua A va vuéng géc véi SC. Hiy xdc dinh thiét
dién ctia hinh chép khi cat boi (P). Tinh dién tich thiét dién.

e) Tinh géc giita dudng thang AB va mp(P).

Cho tam giac ABC vuéng tai A, AB = a, BC = 2a. Hai tia Bx va Cy cung
vuéng géc véi mp(ABC) va nam vé mét phia déi véi mat phang dé. Trén
Bx, Cy lan lwot 1y cédc diém B, (" sao cho BB’ = a, CC" = m.

a) Véi gia tri nao cua m thi AB'C’ la tam gidc vuéng ?

b) Khi tam gidc AB’C’ vuéng tai B’, ké AH L BC. Ching minh rang B'C'H
1a tam gidc vuéng. Tinh géc giita hai mat phang (ABC) va (AB'C”).
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HUGNG DAN GIAI - PAP SO

Chuong |

1. d tring o' khi d song song véi gid cta u.
 song song vai d' khi  khong song song
vdi gid clia if.
d khong bao gid cat d’.

2. Ldy hai diém A v A’ lin luot nam trén a

va a’. Phép tinh tién theo vecto AA" bién
a thinh a'.

4. Quy tich M’ 14 anh ctia duong tron (O) qua
phép tinh tién theo vecto AB.

5. b] d=d'= -J('I.] = .1'2)2 + {_‘l‘l = .1'.2 }2 "
c) £ la phép doi hinh.
d) Khi e = 0, F la phép tinh tién theo
vecto ila ; b).

6. F, la phép dai hinh.

7.a)Khid // a.
b) Khi o L ¢ hoac d tring véi a.
¢) Khi d cat @ nhung khéng vuéng goc véi a.
Khi do, giao diém ciia d va d’ nam trén a.

d) Khi géc gitia d va a bing 45°.
8. Anh clia ('¢}) la dudng tron (€7')) :
i 5 _\'2 +4x+3v+1=0.
Anh etia (%) chinh 1a (@),

9. Goi X la diém déi xiing véi A qua O, Yla
ditm doéi xing véi A qua Oy. Doan thang
XY cat Ox, Oy lin luot tai B va €. Tam
gidc ABC co6 chu vi nho nhat.

11. b) Chi ¥ rang néu ham sé v = f{x) chan
thi fi—x) = fx).

13. Ding phép quay tam O véi géc quay 90° thi
G bién thanh v

16. a) Giao diém ctia hai duding thang dé.

b) Nhiing diém cdch déu hai duong thang dé.
¢) Trung diém dean thang néi tam hai
dudng tron.

d) Trung diém ciia doan thang néi hai tiéu
di¢m ctia elip.

¢) Trung diém clia doan thang néi hai tiéu
diém ctia hypebol.

19. Phuong trinh cta A’ la
ax+bhy+e - 2axg+bhyy+¢)=0.
21. ¢) Cé thé khong bang nhau.
23. Hiy chiing minh hai tam giac 00,04 va
e bang nhau.
24, Duding thang di qua hai tim ctia hai hinh
binh hanh.

28. Ding phép vi tu tam A, ti s6 2 dé bién
diém M thanh diém N.

29. Ding phép vi tu tam I bién M thanh N.

30. Buéng thang BC di qua tim vi tu ngoai
cua (Q) va (O,

On tap chuong I

1. Diing phép déi xiing qua dudng thf'mg d.

2. Tam déi xiing 1a giao diém ciia hai truc déi
xiing.

3. Ldy diém A’ sao cho AA’ = PQ.

5. M vi Mj déi xting véi nhau qua diém 1,
trong do ABCT la hinh binh hanh.

6. F la phép tinh tién khi k = | va la phép vi
tukhik = 1.

9. Hay tim quy tich trung diém efia BC . tir dé
suy ra quy tich ¢.

Cic cau hol trac nghliém chuong I

.(D);2.(B):3.(C);4.(D):5.(B); 6. (B) ;

7.(D):8.(D); 9.(D); 10. (A); 11.(C) ; 1% (O).

Chudang Il

9. Str dung phuong phap phan chiing.

10. Hiy ching minh giao tuyén cha hai mat
phflng (M. a), (M, b) nam trén mpl(O, ).
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11. a) Hay ching minh giao diém I cha M
vi 8O la giao dié¢m clia mp(C MN) véi 8O.
b) Str dung két qua céu a).

16. Goi N la giao di€ém ctia SM va (D ; O la
giao diém clia AC va BN.
a) mp(SBM) mmp(SAC) = 50
b) Giao diém clia BM véi mp(SAC) 1a giao
diém clia BM véi SO ;
c¢) Si dung két qua cau b).

19. a), b) : Sit dung dinh 1i vé giao tuyén ctia
ba mat phang.

21. Goi 7 la giao diém clia RQ véi BD. Hiy
ching minh § la trong tam tam gidc ABJ.

22. a) Goi P, Q lin luot 14 trung di€ém chia AB
vi (D ; A’ 1a giao diém clia AG véi BQ. Ké
PP’ || AA" (P’ € BQ). Hay chiing minh A’ la
trong tim tam giac BC'D. Tir dé suy rab).

27. Thiét dién la hinh thang co hai canh ddy
song song vai AB.

28. Thiét dién la mét ngi gidc cé moét canh
song song voi BD va co hai canh song
song vai SA.

35. Goi My, N la hai diém cé dinh lin luot

nam trén (P) va (Q) ; I, 1a diém thuéc

Iy M,
doan MyN, sao cho 09 - k. Tap hop
IgNy
cde diém 7 1 mat phang (R) qua I, dong
thoi song song vdi ca (P) va (Q).
37. b), c) Xét mat phﬁng (ACC'AN.
38. Sit dung tinh chit : Téng binh phuong cdc
dudng chéo cia mét hinh binh hanh bang
tong binh phuong cdc canh.

42. Hay chiing minh cdc trung tuyén ctia tam
gidc A'B'C’ la hinh chiéu ctua cdc trung
tuyén ctia tam gidec ABC'.

47. Thuc hién phép chiéu song song lén
mp(ABC' D) theo phuong BC(,. Goi B la
hinh chi€u ctia B;. Khi dé J 14 giao diém
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cia DB véi AC. Trong mp(B,B|D), ke.ll
1D |

song song véi BB, (/€ BD). H = E
|

On tap chuong II
3. Cac hinh a), b), d), f), g), h).

4. a) Hiy ching minh DM va EN cat nhau tai
trung diém I ctia AB.

b) Hay chiing minh M| N, /| DF.
c) Strdung a) va b).

5. b) Si dung phép chiéu song song lén
mp( A B,(|) theo phuong AA,.
¢) Goi L, L' lan luct 1a trung diém clia AG,
AG va Ly la giao diém ctia LL' v&i AGy.
Sir dung tinh chit duéng tnng binh cta
hinh thang d¢ suy ra diéu phai ching minh.

7. St dung dinh Ii Ta-Iét dao.

8. a) Goi M,, N, lan luct la hai diém cé
dinh thuéc cdc tia Av va By sao cho
AMy 2 v :
—— = k. Hiy chimg minh MN song

BN,

song véi mat phang c6 dinh chia MyN,

va song song vai AB,

b) Goi O la diém thuoc doan AB sao cho
— =k ; Ox', Oy lan luot la cdc tia song

song v&i Ax va By. Tap hop cac di€ém 7 1a tia
phan gidc Of ciia géc x'Oy’.

Cic cau hol triac nghlém chwong 11

.(B);2.(B):3 (B); 4. (D); 5. (C)y; 6. (A);
7.(B):8.(B):9.(C): 10, (C); 11. (D) ; 12. (A).

Chuang

1. a), b) : Cé.
2. b) Hé thic

E+E+§T+E= 45

< OA+OB+0C+0D =D
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& 2(OM +ON)=0 (M va N lan luct la
trung diém ctia AC va BD). Tir do
O=M=N.

3.Dat AA'=d, AB "= Z. Tinh GI

=
e

vl ﬁ' theo . g, , tir do suy ra diéu
phai ching minh.
4. Dit AB=a, AD=h, AA'=C va ching

minh GG' = %{55 =),

5.b) Tir OM= xOA+yOB+:0C véi
x+y+z=1l,suyrax=1-y-z taudodi
dén AM = »E +2AC.

6. Sirdung két qua bai tip 5.

8. a) Chiing minh bang phan chiing.

b) Gia sit ba vecto @, b, ¢ cing vuéng
géc véi ii. Néu @, b khéng ciing phuong
thi @ b, i khong déng phing. tir dé
F=xi+yh+zi. T an=bi=ci=0
suyraz=0.

9., Vidt BC.SA= (;—E}G va su dung
SA =8B =5C, ASB = ASC.

10. AB.AC = AC.AD & AC(AB- AD) =0
& AC.DB=0 < AC 1 DB.

T Gty
1. b) Co IJ = E(AD + BC'). Tinh AB.IJ va

CDJ.
13. a) Pung ; b), c) Sai.

16. Cluing minh ABD = ACD = 90°.
17. a) Ching minh :
2 2 2
BC™ <AB™ + ACT,
AC? < AR + BC?,
AB® < AC? + B,
b) Ding dinh i ba dudng vuéng géc.

c) Sir dung coéng thie tinh dudng cao ting
vdi canh huyén trong tam giéx: vuong.

19. a) Ké SH L mp(ABC). Do SA = 8B = SC
vii ABC la tam gide déu nén H tring véi
trong tim ¢ cha tam gidc ABC,
b) Ké AC; LSC thi (P) chinh Ia

mp(ABC ). Vi SAC la tam gidc cin, ma

AC; L 8C nén €| nam giita § vd C khi va

chi khi ASC < 90° hay a” < 2b°.

c.'21|‘3b2 - r.rz

4h
20. b) i) < iii) : AB® + €D’ = AC” + BD’

LL;AB( ‘I =

—] e i —_ R g e L
© AB” +(AD- ACY’ = AC" +(AD - AB)
& AD.CB = 0. Tuong tu ta co dpem.

¢) Chiing minh ba dudng cao cta ti dién
doi mot cat nhau va khéng ciing nam
trong mét mat phang.

21. a), b), e), 1) : Sai.
d), e), g) : Buing.

AC® ¢ ACt v Bp %+ B'D?
= 4(a® + b? + 2
dédidén AC'= AC =BD"= B'D.
23. a) Clhuing minh AC' 1 BD va AC" 1 BA".

a2
2

)

b) Canh ctia thiét dién bang

o e . 33
Dién tich thiét dién bang TJ_uz-

24. Goi O la giao diém cia AC va BD. Ké
00, L $C thi §C L mp(BO,D). Hay
ching minh BO,D > 90° va quy bai toan
vé xdc dinh x dé BO,D = 120°,
Dipsé:x=a.

25. Goi I 1a trung diém ctia BC. Ké IJ L €D
thi thiét dién la tam gidc vuong AL

2B

A =
bl 12
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26. a) Hinh hop chii nhat.
b) Hinh hop thoi.

c) Hinh lap phuong.

27. a) AB = J2(a® - x?), (@ > x> 0);

iI = éﬁ[u? )

28. by Bfmg céch xét mp(P) di qua A sao cho
B, ¢ nam vé cing mét phia déi véi (P),
sau do goi D 13 giao diém cia (P) véi
duéng thang BC va sit dung két qua ciia
céu a) dé di dén diéu phai chiing minh.

29, Goi I va J lan luot la trung diém clia AB.
CDthill L AB, 17 L D, Khi dé

= %J‘iu} -

30. a) H.H=%.

1 s y :'I_| 1‘
( "!} véida®> ¢+

b) Ké dudng cao HK clia tam gidc vuong
AFA' thi HK la dudng vuong goc chung

clia AA’ va B'C”. Tinh duge HK = %
a3
3

32. a) Xét DACD lati dién cé DA, DO, DD’
doi mot vuong goc ; tir do tinh duoe

AT
3

d(D ; (ACD")) =

b) Ching minh AC” L ¢'D’. Buéng vuéng goc
chung cta AC” va €D’ 1a I7, 6do [ la tung
diém clia €D’ va .J la chan dudng vuéng géc

ké it I xudng AC". Tatinh duoe 17 = %

33. Cluing minh A’ABD 1a ti dién déu va suy

a6
3

ra khoang cdch phai tinh la

e

34. )!H——.
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b)Y (EF ; SK) = d(H ; (SAD)) = HT (HT la
dudng cao cia tam gidc vuong SHI véi [

i

la trung diém ctia AD) va HI = i i

35. a) Goi 7 la trung diém ctia AB, J |2 trung
diém ctia C'D. St dung tinh chit : Trong
tam gidc can thi dudng trung tuyén vé tu
dinh ciing 1a dudng cao clia tam gidc.

(D

b) Tir AC? + AD? = 2477 i
2 2 y  CD?

BT + BD” = 2B + ——

suy ra AC? + AD? = BC? + BD?.

Hé thic (B® +CA? = DB? + DA ciing
duge suy ra tuong tu nhu trén va tir do di
dén diéu phai ching minh.

On tap chuong III
2. a) AC = uﬁ, BU =g, AB= uﬁ nén
tam gide ABC vuéng tai (

o
b) —
2

3. a) 2a’ + xv = 2a{x + y).
b) av = x(a — x).

4, f=ABA', ¥= ACA, a= AHA' (AA’ L (P),
AH 1 BC) va dung cong thiic

| l " |
AH?  AB*  ac?
: (!2h2
S. Syap = .
EJuzh +h Fis +c a2
S he? .
Wa?b? + b2e? + Pa?
¢ 2a
B 2 (!2.‘12 + hzr 2 + ('zdl

6. a) Thiét dién 13 tam gide vuéng CHK, ¢ dé
CH 1L AB, HK | AB".
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u%ﬁ

b) Syex = ————-
¢ 2((:2 + hzj

7. a) <> d) * St dung tinh chit bang nhau clia

hai tam gidc va téng cdc géc trong cla
mot tam gidc bang 180°.
* Trai cde mat ABC, ACD, ADB lén
mp(BC' D) va khang dinh hinh khai trién
cla ti dién ABCD trén mp(BCD) la tam
giac nhan BC, D, DB la ba dutng trung
binh ctia tam gide d6 va tir d6 suy ra diéu
phai ching minh.

8. Theo két qua bai 7, hinh khai trién clia tif
dién ABCD trén mat phang (BCD) 1a tam
gidc A;A»Aj trong do BC, C'D, DB la ba
dudng trung binh ctia tam giic nay.
Chiing minh td dién A4 A543 co A4,
Ads, Ad; doi mot vuong goc, tir do suy ra
diéu phai chimg minh.

Cac cau hol trac nghlém chuong III

1. (C) ;2. (C); 3. (D) ; 4. (C) ; 5. (D) ; 6. (D) ;
7. D) ;8 (B): 9% (B); 10. (B) ;: 1L (A) ;
12. (A).

On tap cudi nam

1. b) Phép vi tu tam G, ti s6 k = —% (G 1a

trong tim cha tam gidc ABC').

2. a) Phép déi xing thm £, bién : dudng
thang MM’ thanh duéng thang PO, duéng
thing NN’ thinh dudng thing Q0. dudng
thang PP’ thanh dutng thang MO, duding
thang @Q’ thanh duéng thang NO.

3. a) Phép quay tim A, géc quay ¢ = —90°.

5. a) Str dung dinh Ii Ta-1ét dao.

7. b) Trudng hop M khéng la trung diém
cuia SC thi thiét dién 12 MKPN, trong dé
P= QN nAB, Q= MK ~ AC. Do

Sgmn = SprN
< OM=0P (0= MP mKEN)
< dM ; () = d(P ; (@) (&) |a mat phang
qua K, song song vdi AB va 5C’), vado
d(M ; () = d(S : (@),
d(P ; (a)) = d(A; (@),
d(s ; (@) = d(A; (@),

nén suy ra két luin ciia bai todn.

% o =S
2

anf42

b) d(AB ; (SCD)) = d(E ; (SCD)) = T

(E la trung diém ciia AB).

av42

¢) d(AB ; SC) = d(AB; (SCD)) = ——

d) Thiét dién 12 AB,C D trong dé C, I
trung diém ctia SC. B;D, // BD. B\D, di
qua giao diém chia AC'| va SH.
Y
CARGD T Ty
e) Ké HI [/ SC, 1dy diém .J sao cho BHIJ 1a
hinh binh hanh. Khi dé B7 L (P) nén BA/
la goc gitia AB va (P).

J2

sin BA] = —.
4
9. aym=2a:m=0,

: 2 2
b) Chiing t6 BH’ = % Fiigt o 228

»

Br‘{1!2 = 5:‘4’2.
vuong tai B’

tit do B'C'H la tam gidc

Tir hé thide § ;- = Sy --cos@ (v6i T la giao
diém clia B'C" va BC, @la géc gitia mp(ABC)

Af30

vamp(ABC")), taco cosgp = =
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